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１. 背景と目的 

１.１ Helmholtz の定理    「任意のベクトル場ＵＵＵＵ は

一般にスカラーポテンシャルφとベクトルポテンシャル

ψψψψによって、ＵＵＵＵ＝gradφ＋curlψψψψ (divψψψψ＝0) のごとく表

わされる」と定義(1)される。これによれば、非圧縮流の

流れ場はＵＵＵＵ＝curlψψψψ で表わされ、非圧縮超弾性体の変位

場ＵＵＵＵも同様にＵＵＵＵ＝curlψψψψ で表わされる。 

１.２ Helmholtz 分解の利点    ＵＵＵＵ が３成分であるの

に対し、物理現象をφとψψψψの合計４成分で記述すること

で「回転なしの体積変形」と、反対に「体積変化なしの

ソレノイダル」に代数的に分解できる。 

３自由度のＵＵＵＵ を基底関数とする有限要素では非圧縮

材料 lockingや shear locking問題が生じ、Helmholtz分解

することでこれらは解消される。これらは過拘束問題と

呼ばれるが、むしろ過少自由度問題と解すべきである。 

後者は１Ｄの梁で説明(2)されるが、原因は曲げ変位の

基底関数のみで表わすことにあり、せん断変位の基底関

数を加えれば解決する。２Ｄから１Ｄへの次元の集約は

平面保持仮定によるが、曲げ変位は中立軸面で逆対称な

体積変形によって生じ、かつ桁成 aの３乗に反比例する。

せん断変位は aに反比例するので後者を前者と同じたわ

み関数で記述するには 1/a2の項が表われ shear locking問

題が生じる。よって、両の問題の原因は同じであり、い

ずれも過少自由度問題と解すのが妥当と考える。 

１.３ その他の問題でも    St.Venant の適合条件式は

応力レベルの微分をノード未知数に選ぶハイブリッド法

で必要となる。これは６個のひずみ成分が３自由度のＵＵＵＵ

で表わされていること(3)によるが、体積変形の内部エネ

ルギーをHelmholtz分解すれば、湧き出しの場合と同様、

１変数で括り出して表現でき、適合条件式は不要となる。 

このほか、せん断振動のみ取り出して解析可能なこと

や、ソレノイダルとポテンシャル流を壁面で non-slip と

slip 条件にそれぞれ分離して境界条件を与えられるなど、

力学的整合性の高い表現が可能となる。 

１.４ 目 的   著者はこれらの利点に着目して、基底 
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関数をHelmholtz表示したＣ1連続な要素法を報告(4) (5) し

てきた。しかし、一般には次の点で疑問を抱かれるよう

である。すなわち、①ノード未知数に含まれるψ(000) の

境界条件をどのように与えるのか？ ②Coulombの gauge 

(divψψψψ＝0) をどのように満足させるのか？の２点である。 

本稿ではこれらについて考察し、その解決法を示す。 
 
２.  Helmholtz要素法および考察 

２.１ 程方式      Ui は Helmholtz要素表現された流速、 

τij は応力、Ｐは圧力とし、密度は基準化して表して、

連続の式は(1)式、運動方程式は(2)式とする。 
 
  連続の式：           0=UUUUdiv               (1)
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   ただし、ＵＵＵＵ≡curlψψψψ , divψψψψ＝0 (Coulombの gauge) 
 
２.２ 有限要素     流速Ｕi の基底関数ψiは３重３次式 

のＣ1連続要素（図１）とする。圧力Ｐ も同様とする。 
            y 
       ●        ●   f ≡ψi （Ｐも同様）とし、 
  ●            fのノードベクトルは 
               ｘ       
  ｚ ○      ● ●：{ f(000), f(100),  f(001), f(101), 
   ●        ●         f(010), f(110),  f(011), f(111) } 
図－１ 六面体要素のノード配置 

 
２.３ ψψψψ の境界条件考察 

 基本境界条件の与え方について考察する。先ず x-y 面

内の２Ｄの例で考える。基本境界上で流速はゼロである

から、ψ3 の勾配はゼロであり、且つ境界ノード上のψ3

はすべて等しくなくてはならない。そこで、ψ3,k =ψ3,k+1 , 

ψ3,k+1 =ψ3,k+2 ,…を連立方程式に組み込んで解く。ただし、

添え字 kは境界上ノードの連続番号とする。 

３Ｄでも同様にψψψψ はそれぞれ等しいと置いて境界条

件を満足させる。ただし、流速はψψψψの相対量のみである

から、圧力同様、系の１点で固定する。 

２.４ Coulombの gauge考察   先ず流速ＵＵＵＵと渦度ωωωω 

 (≡curlＵＵＵＵ) の関係について考察する。 
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ＵＵＵＵが連続式を満足しているかどうかに関係なくωωωω は

非圧縮の回転成分のみで、且つＵＵＵＵで表わされたωωωω はソ

レノイダル条件(curlωωωω=0)を満足している。これをψψψψとＵＵＵＵ

の関係に置き替えると、ψψψψ が gauge条件を満足している

かどうかに関係なくＵＵＵＵは非圧縮の回転成分のみで、且つ

ψψψψ で表わされたＵＵＵＵ は連続条件を満足する。 

したがって、非圧縮に必要な条件はすでに整っている

ことになり、ψ が gauge条件を満足することは必ずしも

要求されない。 

gauge条件は、例えばＵ1 （≡ψ3 
(010) －ψ2 

(001)）の成分

ψ3 
(010) の z方向勾配ψ3 

(011)を、y方向に積分したときの

積分定数ψ3 
(001) が満足すべき条件と解釈でき、ノード上

でψ3 
(001)＝－ψ1 

(100)－ψ2 
(010)としてノード未知数の成分

のひとつψ3 
(001)を消去することで満足させる。 

 
３.  数値計算例 

３.１ 境界条件設定法の検証    Re 数＝1000 の２Ｄキ

ャビティフローでψ3 の固定点を系の幾何学的中心点に

選んで検証した。要素数は 21×21 (1/40×2+1/20×38の

分割)要素で、Δt＝1/100とした。移動壁速度は端の要素

で 3次補間して立ち上げ、ノード点で流速を境界値とし

て与えた。（隅でｕ=0, v=0であり、隅点の噴流を防止） 

t=40 のほぼ定常状態を図２に示す。図の(a)はψ3のコ

ンター、(b)は流速プロファイルであり、いずれも Ghia

ら(6)とよく一致している。(c)はψ3のプロファイルである

が、設定どおり計算されており、考察どおりである。な

お、(a)図の最外側の等高線は境界上で値がゼロでないた

め、丁度等高線を含むなだらかな勾配が描かれたもの。 
 

 
(a) ψ3ｺﾝﾀｰ  (b) 流速ﾌﾟﾛﾌｧｲﾙ  (c) ψ3ﾌﾟﾛﾌｧｲﾙ 

 図２ ２Ｄキャビティフロー( Re=1000, ○は Ghia et al.) 
 
３.２ Coulombの gauge設定法の検証       Re数＝400

の３Ｄキャビティフローを数値計算した。可視化実験結

果(7) （Ghiaらの結果にほぼ同じ）と照合して検証するこ

ととし、実験に合わせて形状を設定した。すなわち、1：

1：6であり、対称条件を入れて 1：1：3で計算した。な

お、流体では本来対称条件はないが、低レイノルズ数で

は対称性を示すのでこれを入れた。固体での対称性検証

の代替例としても位置付けられる。 

２Ｄキャビティを x-y面とすれば、z方向にその一辺の

３倍長の奥行きを付けた形で解析した。すなわち、移動

面を x-z面とした。ただし、作図は z方向を 1/3に縮尺し

て他の辺と同じ長さにしている。視点は図３とする。要

素数は8×8×8 (1/14×2+1/7×6分割)、Δt＝1/100とした。 

 Ｕ1 ,Ｕ2のプロファイルを Ghiaらの結果とともに図４

の(a)に示す。両者ともよく一致していることが判る。 
 
移動方向              

    ｙ  対称面      1   移動面    (c) 
                  3      1  

            ｘ      (a)(b)         
   ｚ                                 
 
     図３ 視線の方向と作図面 

 

 
   y      x         y       x       z       y 
 z                 z               x 
 
(a) x-y面流速ﾌﾟﾛﾌｧｲﾙ (b) x-y面ψ3ｺﾝﾀｰ (c) y-z面ψ3ｺﾝﾀｰ 

図４ 幾何学中心面図 ( Re=400,t=20,○は2DのGhia et al.） 
 
４．まとめ 

 Helmholtz表示要素の境界条件と Cloulombの gaugeに

ついて考察し、その設定法を提案した。提案の方法は数

値計算例によって安定的に作動することを検証した。 

なお、2.3に述べた境界条件を組み込んで連立方程式を

解くには数値上の工夫が必要であり、任意境界形状への

適合も含め、ボクセル解析技法として別途報告する予定。 
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