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1 はじめに
構造物の最適設計には種々の要素が考慮されるべきであ

るが，本研究では力学の観点から見た最適形状設計につ

いて考察する．対象は塑性変形が大きく弾性変形が無視で

きると仮定した構造物であり，剛塑性有限要素法（極限解

析）によって最適形状を探索する．最適形状を「ある荷重

パターンに対して極限荷重を最大にする形状」と定義する．

これは，塑性破壊が生じにくいことを意味する．この最適

値基準に加えて，体積に関する制約条件を考え，定式化を

行い，それをもとに 2次元の最適化問題を解く．
弾性解析のひずみエネルギー最小問題はBanichukによっ
て変分法を用いた定式化がなされているが，極限解析の変

分法による極限荷重最大化問題は解かれた例は見当たら

ない．

2 解析手法

2.1 問題の設定

問題の対象となる構造物を図 1に示す．変位速度境界 Su

（式 (1)）と応力境界 Sσ（式 (2)）とがあり，応力境界 Sσ

上に形状を変化させる境界 SX が存在する．この境界 SX

上には外力を与えない（式 (3)）．また，領域内で適合条
件を満たすとする（式 (4)）．このような境界条件のもと
で境界 SX の形状を変化させ，最適な形状の探索を図るこ

とが本研究の目的である．また，制約条件として得られる

構造物の体積 V は，ある定められた値 V0になるようにす

る（式 (5)）．また，降伏基準は von-Mises の基準に従う
ものとする．

Su

Sσ

SX

図 1: 境界条件

u̇i = ¯̇ui on Su (1)
ti = t̄i on Sσ (2)
ti = 0 on SX (3)
ε̇ij = 1

2 (u̇i,j + u̇j,i) in V (4)
V = V0 (5)

2.2 変分法の定式化

エネルギー消散率 D(ε̇ij) (= σij ε̇ij)，物体力 fi を用い

て，汎関数を以下のように定義する．

I =
∫

V

D(ε̇ij)dV +
∫

V

λε̇kkdV−

ρ

(∫

V

fiu̇idV +
∫

Sσ

tiu̇idS − 1
)

(6)
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この汎関数 I に対し，変位速度の変分 δu̇i に関して停留

値をとると，オイラー方程式として釣り合い式である式

(7),(8) を得る．変位速度の変分 δu̇iだけでなく，形状変化

の変分 δxiを考慮し，停留値をとるとオイラー方程式とし

て釣り合い式 (7),(8)に加え，式 (9)を得る．

(σij + λδij) , j + ρfi = 0 in V (7)

(σij + λδij)nj − ρti = 0 on Sσ (8)

D(ε̇ij)− ρfiu̇i = Const. on SX (9)

2.3 問題の等価性

変分法を問題を通して，荷重係数を最大にすることと式

(4)を満たすような形状を求めることが等価であることを
示す．

式 (6)で定義される汎関数 Iの変位速度 u̇iに関する停留

値をとることは，汎関数 I を変位速度 u̇i に関して最小化

すること（min
u̇

I）と等価であることが，上界定理により

示すことができる．そして，この停留条件である釣り合い

式 (7),(8)を満たす時，汎関数 I は荷重係数 ρと等しくな

る（min
u̇

I = ρ）．これらのことを考えると，荷重係数を形

状に関して最大化すること（max
x

ρ）はmax
x

min
u̇

I という

max-min問題の形で書ける．次に，このmax-min問題を
xiと u̇iに関して同時に解くために，I の停留値を xiと u̇i

に関してとる．この停留値をとるための条件は式 (7)-(9)で
あった．つまり，荷重係数を最大化することは，max-min
問題の形で書け，さらにそれは，式 (7)-(9)を満たすこと
と等価である．

本研究では，荷重係数を最大化するために，これと等

価な関係にある式 (7)-(9)を満足させることを考える．上
界法に基づく剛塑性有限要素法を解くと，式 (7),(8)を満
足するので，さらに式 (8) を満足するように形状を変化
させばよい．しかし，式 (9) を満足させるのは，条件が
強過ぎるため，境界 SX 上で一定の値である µ を用いて∫

SX

{(D(ε̇ij)− ρfiu̇i)− µ}2 dS を最小化することにする．

制約条件は，V = V0 である．これを Newton法によって
繰り返し計算をして解く．
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3 解析結果

3.1 空孔の最適形状

空孔の最適化問題を考える（図 2）．中央に空孔のある
正方形の物体に外側から水平方向の分布荷重 px と鉛直方

向の分布荷重 py をかけたときに，内部にある空孔の最適

な形状を求める．解析では，対称性より 4分の 1の領域の
みを対象とする．ここでは，px = py とする．また，物体

力は無視する（fi = 0）．
初期形状を図 3，図 4に, 数値計算の結果，得られた最

適形状を図 5に示す．空孔の形状は弾性解析同様にほぼ円
形になった．図 6に計算が収束する様子を示す．縦軸が最
終的に得られる荷重係数 ρ0 によって無次元化した値をと

り，横軸に繰り返し計算をとる．

3.2 盛土の最適形状

盛土法面の形状最適化問題を考える．盛土上面に一様に

荷重を加えたときに，最適となる斜面の形状を求める．図

7に問題を示す．左右対象であるので，解析領域は右半分
のみとする．盛土下面は固定境界とする．また，物体力は

無視する．初期形状を図 8に，最適形状を図 9に示す．法
面は滑らかではなく，ギザギザしているが，おおむね法面

が直線に近いときに最適形状が得られた．図 10に計算が
収束する様子を示す．

4 まとめ
本研究で得られた結論を述べる．

• 極限荷重最大化問題を境界上の別の条件に置き換え，
その後者に基づいて定式化を示した．

• 空孔，盛土の最適形状を求めることができた．

問題点を述べる．

• 変化させる境界 SX を含む領域が剛体的な運動をす

るような場合では収束性が悪くなる．

• 形状を変化させるたびに剛塑性有限要素法を用いて
計算するので，計算量が多い．
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図 2: 空孔の最適化問題
図 3: 初期形状

図 4: 初期形状（拡大図） 図 5: 最適形状
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図 6: 無次元化した荷重係数 ρ/ρ0 と繰り返し回数
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図 7: 盛土の最適化問題

図 8: 初期形状 図 9: 最適形状
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図 10: 無次元化した荷重係数 ρ/ρ0 と繰り返し回数
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