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面外せん断荷重下での任意層数の楕円形介在物を有する等方性圧電弾性体の解析理論 
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１．緒言 

圧電材料は電気-力学変換デバイスとして有用な

材料でありセンサーやアクチュエーターとして多方

面にわたる利用が期待されている．また，より効率

の良い機能性をもたせるために圧電物質や弾性体を

積層させることが試みられている．そのためには，

積層化された圧電弾性体に力学的・電気的負荷が作

用した場合の各層の力学的・電気的物理量を理論解

析的に把握することが重要である． 

 本研究においては図 1 に示すように，奥行き方向

に断面形状の変化のない等方性圧電弾性媒体内に，

物性値の異なる圧電弾性体で同一の共焦点を有する

楕円形介在物が多数存在し，無限遠より面外方向に

一様な力学的荷重および面内方向に一様な電気的荷

重が作用する問題の解析解を閉じた型で導き，いく

つかの数値計算例を示す． 

２．解析手法 

2.1 基礎関係式と基本解 

・力学的釣合式と電気変位に対するガウスの法則 
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・圧電効果を考慮した構成式 
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ここに， 44C はせん断弾性定数， 11ε は誘電率， 15e は

圧電定数である． 

・幾何式および電場 Eと電気ポテンシャルϕ の関係 

.,,, ,,,, yyxxyzyzxzxz EEuu ϕϕγγ ==== ･･･････ (3) 

以上に示した式を組み合わせることにより，次の調

和方程式が得られる． 

.,0,0 2222222 yxuz ∂∂+∂∂=∇=∇=∇ ϕ ･････ (4) 

ここで，複素平面を iyxz += で表し，この −xy 平面

を図 2 のように −ζ 平面に写像する関数 )(ζω を次式

のように設定する． 

)/()( 0 ζζζω mR += ･･･････････････････････(5) 

上式中の係数 0R およびmは次式で与えられる．  

)./()(,2/)( 1111110 babambaR +−=+= ･･･････(6) 

ここで，式(4)に示した支配方程式を解くための領域

における 2 つの複素ポテンシャル関数 )(zU n )(, znΦ

を導入する． 

 

 

上式と基礎関係式より，応力，ひずみ，電気変位お

よび電場は次式で求められる． 
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2.2 境界条件 

境界 121 ,...,, −MLLL 上の境界条件は，①力学的変位，

②合応力，③電気ポテンシャルおよび④合電気変位

に対して次式で与えられる． 
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この境界条件を満足するように，鏡像原理を用い

 
図 1 多層楕円形介在物を有する媒体に対する解析モデル
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た解析接続法により定式化を行う． 
ⅰ)境界 nL の外側領域から内側領域に向かって解析

接続法により一般化した関数 
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ⅱ)境界 nL の内側領域から外側領域に向かって解析

接続法により一般化した関数 
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さらに，最も内側の共焦点間の境界 ML での解析接

続は，この共焦点上に沿う直上および直下での関数

の連続性の要請から，次式で表される． 
)./()(),/()( ζζζζ mmUU MMMM

−+−+ Φ=Φ= ･･････････ (10) 
以上より，各領域の複素ポテンシャル関数

),(ζU )(ζΦ ),...,2,1( Mn = は上式までの解析接続法に

よって求められた，それぞれ 2 種類の関数 −
nU ， −Φ n お

よび +
nU ， +Φ n を重ね合わせることにより，最終的に

次式のように求められる． 
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なお，上式中の )2,1,(,,, =jin
ij

n
ij

n
ij

n
ij µκβα はせん断係

数 44C ，圧電定数 15e ，誘電率 11ε および楕円形状パラ

メータ nn ba , によって定められる実定数である． 
３．数値計算例 
3.1 層数を増減させた場合の各物理量の変化 

 図 2 では圧電弾性媒体中の楕円形介在物の物性値

が連続的に変化する場合を想定し数値計算を行った

ものである． 

3.2 介在物に局所的な柔な層もしくは剛な層が存在

する場合の各物理量の変化 

図 3 では圧電弾性媒体中の楕円形介在物の物性値が

局所的に変化する場合を想定し数値計算を行ったも 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
のである． 
４．結論 

本研究では，遠方場での一様な面外の力学的負荷

および面内の電気的負荷が作用する多層楕円形圧電

弾性介在物を有する等方性圧電弾性媒体に対する解

析解の提示を行うと共に，いくつかの数値計算を示

した．ここで導かれた解析解は層数が数十ないし数

百以上になってもなんら困難なく計算可能なものと

なっている．なお，数値計算例の詳細な考察は講演

会当日に発表するものとする． 
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図 2 層数の変化に伴う 0
max / yzττ の等高線の変化 
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図 3 直線境界 7L がクラックまたは剛体の場合に対す

る ∞
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