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１． はじめにはじめにはじめにはじめに  ４辺自由な長方形板や１辺が単純支持され，他の３辺が自由な平板の振動解析は，剛体モ 
ードを含むので，解析上困難な問題の１つである．自由平板は，振動法による材料の動弾性係数の計測など

に用いられている．これまでにも，クラドニーによる振動の可視化実験以来，多くの研究成果が発表されて

いる．しかしながら，剛体モードを含む平板の振動問題では，厳密解を求めることが困難になるので，長方

形薄板を対象に Ritz 法や有限要素法などの数値解析法が適用されている 1)． 最近，Gorman ら 2)は，重ね

合わせ法を用いて，周辺自由な等方性Mindlin 長方形の振動解析を行っている．しかしながら，剛体モード
を含む変厚板や直交異方性板の研究は，少ないように思われる． 
 本文では，spline要素法を適用して，剛体モードを含む変厚Mindlin
板の振動解析を行い， 本手法の収束性や解析精度について検討してい
る． また，剛体モードを含む平板の振動モード特性についても検討を
行っている． 
２． 式の定式化式の定式化式の定式化式の定式化  ここでは，spline要素法とMindlin板理論を用い 
て，式の定式化をしている 3）．Mindlin 板理論で定義される独立した
３つの変位関数 yxbWW θθ ,,/' = は，正規化した B-spline関数を用い
て仮定する．図図図図----1111 に示すように，一方向に変厚な直交異方性 Mindlin 板のひずみエネルギ－U と運動エネ
ルギーTは，無次元座標系( byax /,/ == ηξ )を用いて次式で与えられる． 
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ここで， )(ξH は板の変厚関数， ρは密度であり，ωは円振動数(rad/sec)である． 変厚板の全ポテンシャ
ルエネルギーПは，次式で表される．                      
したがって，変位関数を式（3）に代入し，Пを極値化すれば，次式の固有方程式が得られる． 
                                      
 
ここで，n*は振動数パラメータであり,                 で表している．ただし， oh は基準板厚であり， 

       である．ダブル QR法を適用して，式（4）で与えられた固有方程式の固有値計 
算を行い，また逆反復法により固有値ベクトルを求めている． 
３．  数値計算例および考察数値計算例および考察数値計算例および考察数値計算例および考察      数値計算例に用いたせん断修正係数は，5/6に仮定し，また剛体モード 
を含む長方形板は，周辺自由板（FF-FF）と 1辺が単純支持，他の 3辺が自由な板（SF-FF）である． 

キーワード  vibration, Mindlin plate, rigid body mode, spline element method, mode shape 
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図-１　変厚板と座標系
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表表表表----1111 には，３つの剛体モードを除いた周辺自由な正方形板の振動数パラメータ n*の収束性に与える要素
分割数の影響が示してある．ここで，幅厚比

b/hは 50に仮定し，比較のために，Gorman
らの重ね合わせ法による解析解２）も示してあ

る．また，また表中に示した SYM は対称モ
ード，ASYM は逆対称モードであり，S－A
は，対称―逆対称モードを示している．これ

より，本手法の値は，要素分割数を高めると，

一定値への安定した収束性が示され，また

Gormanらの解とも良く一致した結果が得ら
れている． 
表‐表‐表‐表‐2222 は，１つの剛体モードを除いた１辺が単

純支持，他の３辺が自由な長方形板（b/h=50,ν=0.3）の振
動数パラメータの精度比較を示している．比較のために，

薄板理論と Ritz 法を用いて求めた Leissa の解 1)も示して

ある．これより，本手法による値は，Leissaの解より小さ
めであるが，良く一致した結果が得られている．また，図図図図

----２２２２は，本手法を用いて求めた正方形板（SF-FF）の振動モ
ード形状と振動数パラメータを示している．ただし，図で，

濃淡の境が節線(nodal line)になる． 
表表表表----3333には，一方向に変厚を有する周辺自由な正方形厚板

の振動数パラメータ n*に与える変厚比 ohh /1=δ と幅厚比

ohb / の影響が示してある．ここで， ohb / は，50,25,12.5に仮
定し，δは 1.0と 2.0 としている．これより，振動数パラメー
タは，変厚比や幅厚比の影響を受ける． 

 
 
 
 
 
 

４． まとめまとめまとめまとめ 本文で得られた結果を示すと，以下の通りである． 
(1)  Spline要素法を用いれば，剛体モードを含む平板の精度の
高い振動解析が可能である．(2) FF-FFと SF-FF板には，それ
ぞれ３つと１つの剛体モードが生じる．(3) 正方形の振動モー
ド形状は，変厚などの影響を受ける． 
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表-3　変厚板の振動数ﾊﾟﾗﾒｰﾀに与える変厚比δの影響：表-3　変厚板の振動数ﾊﾟﾗﾒｰﾀに与える変厚比δの影響：表-3　変厚板の振動数ﾊﾟﾗﾒｰﾀに与える変厚比δの影響：表-3　変厚板の振動数ﾊﾟﾗﾒｰﾀに与える変厚比δの影響：

a/b=1.0a/b=1.0a/b=1.0a/b=1.0
δ b/ho 1st 2nd 3rd 4th 5th

50 13.07 19.20 24.39 34.00 34.01
1.0 25 12.95 19.11 24.26 33.49 33.49

12.5 12.62 18.80 23.78 32.18 32.18
50 19.66 29.13 36.22 49.74 50.52

2.0 25 19.31 28.62 35.72 48.96 49.52
12.5 18.61 27.77 34.46 45.69 46.82

表表表表----２２２２        SFSFSFSF----FFFFFFFF の長方形版の振動数パラメータの精度比較：の長方形版の振動数パラメータの精度比較：の長方形版の振動数パラメータの精度比較：の長方形版の振動数パラメータの精度比較：b/h=50,b/h=50,b/h=50,b/h=50,νννν=0.3=0.3=0.3=0.3

表-2　正方形板の振動数ﾊﾟﾗﾒｰﾀの収束性と精度比較；b/h=50,ν=0.333表-2　正方形板の振動数ﾊﾟﾗﾒｰﾀの収束性と精度比較；b/h=50,ν=0.333表-2　正方形板の振動数ﾊﾟﾗﾒｰﾀの収束性と精度比較；b/h=50,ν=0.333表-2　正方形板の振動数ﾊﾟﾗﾒｰﾀの収束性と精度比較；b/h=50,ν=0.333

振動ﾓｰﾄﾞ* 8×8 12×12 16×16 20×20 Gorman2)

1st ASYM 13.27 13.13 13.08 13.07 13.06
2nd SYM 19.52 19.65 19.16 19.20 19.20
3rd SYM 24.97 24.34 24.48 24.39 24.37
4th S-A 34.55 34.04 33.95 34.00 33.91
5th S-A 63.93 61.68 60.92 60.68 60.63
6th SYM 66.29 62.53 62.25 62.23 61.91
7th ASYSM 71.70 68.39 67.80 67.61 67.36
8th ASYSM 82.81 77.57 76.74 76.50 76.25
9th S-A 108.5 104.1 103.3 103.0 102.5
10th SYM 140.3 120.1 116.7 115.9 115.4
* ASYM:逆対称, SYM:対称, S-A:対称ｰ逆対称

要素分割数(Mx=My)

表‐表‐表‐表‐1111    

a/b Modes SEM Leissa
1st (1,2) 6.113 6.648
2nd (2,1) 14.73 15.02

1.0 3rd (2,2) 25.32 25.49
4th (1,3) 26.10 26.13
5th (3,1) 48.05 48.71
6th (2,3) 50.22 50.85
1st (1,2) 9.798 9.850
2nd (2,1) 14.41 15.01

1.5 3rd (2,2) 33.74 34.03
4th (3,1) 48.25 48.33
5th (1,3) 54.56 55.07
6th (3,2) 69.93 70.70

)113.6(1st

)89.64(8th

)73.14(2nd

)32.25(3rd

)10.26(4th

)05.48(5th

)22.50(6th

)25.58(7th

図図図図----２２２２    SFSFSFSF----FFFFFFFF の正方形板の振動モード形状：の正方形板の振動モード形状：の正方形板の振動モード形状：の正方形板の振動モード形状：  
b/h=50,b/h=50,b/h=50,b/h=50,νννν=0.3=0.3=0.3=0.3    
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