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1. はじめに
複合材料の材料特性は線形，非線形を問わず，複合材料を

構成するミクロ構造により決定される．特に，ミクロ構造に

分岐・大変形が生じることにより，材料としての不安定が引

き起こされる典型的な材料としてセル構造体が知られてい

る．著者らは材料不安定とミクロ構造の不安定を結びつけ

る幾何学的非線形を考慮した非線形マルチスケールモデリン

グ手法の確立を試みてきた1)．通常，マルチスケール均質化

法において，元の問題が連続体の境界値問題であれば，得ら

れるマクロ，ミクロ問題も同じ連続体の境界値問題となる．

しかし，セル構造体のような薄肉部材からなるミクロ構造に

対しては骨組要素による離散化が合理的である2)．本報告で

は，ミクロ解析に骨組要素を用いた非線形マルチスケール解

析手法を提案する．さらに，セル構造体を例として非線形マ

ルチスケール解析を行ない本手法の妥当性と有効性を示す．

2. 定式化および解析アルゴリズム
図–1に示すように，大きさ εの単位周期構造によって周

期的に埋め尽くされた領域Ω を解析対象とする．解析領域

全体の尺度であるX をマクロスケールと呼び，これに対し

て，微視構造での尺度としてミクロスケール変数 Y = X/ε

を導入しておく．対象とする大変形超弾性体の釣合式は

∇X · P ε + ρεb = 0 (1)

と表される．ここに，P εは第一Piola-Kirchhoff応力， ρ

は密度， bは単位質量当たりの物体力である．また，対象は

ひずみエネルギWεを持つ超弾性体とする．

変分原理と適切な収束論により，境界値問題から微視，巨

視，両スケールにおける弱形式の釣合式

〈
P 0 : ∇Y η1

〉
Y
= 0 (2)

∫
Ω

∇Xη0 : P̃ dv −
∫

Ω

ρHb · η0 dv −
∫

Γσ

t · η0 ds = 0 (3)

が導かれる1)．ここに， 〈•〉Y は代表体積要素 (RVE)におけ

る平均，P 0は全応力，F 0は全変形勾配， P̃ は平均応力，

ρHは平均密度であり，それぞれ

P 0 :=
∂W
∂F 0 , F 0 := 1+∇Xu0 +∇Y u1 (4)

P̃ :=
〈
P 0

〉
kY

, ρH := 〈ρ〉kY (5)

により定義した．ここで非凸ポテンシャルに関して注目すべ

きことは，微視変位の周期性が単位周期構造ではなく複数の
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図–1 均質化法の概念図
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図–2 非線形マルチスケールアルゴリズム

単位周期構造からなる RVEにおいてのみ要求されることで

ある．著者らはこの問題に対し，群論的分岐理論に基づくブ

ロック対角化法を用いて単位周期構造の数を決定する方法を

提案した1)．また，このとき，ユニットセル内の全変形に起

因する実変位wは，式 (4)2より一様変形に起因する成分と

周期成分u1 の和として以下のように与えられる3)．

w(X, Y ) = ∇Xu0(X) · Y + u1(X, Y ) (6)

上記で定式化した，マクロ，ミクロ問題が連成する非線形

解析を行うには，マクロスケールの物性評価点ごとに独立し

たミクロ問題を解くことになる．この非線形解析手順を図–

2にまとめる．

3. 骨組要素を用いたミクロ解析
有限変位の非線形骨組解析においては，部材が細長いとい

う幾何学的特性と変形勾配の極分解の定理から，一要素内の

変形を微小とした剛体回転除去の手法が広く用いられてい

る．本解析においても，剛体回転除去の手法により，ミクロ

問題を有限変位微小ひずみとして取り扱う．
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ただし，ミクロ変位 u1に，直接，骨組の変位場を導入す

ることの問題点が指摘されている2)．同文献において，ミク

ロ解析の自由度に式 (6)で定義したミクロ構造の実変位 wを

用いることにより，この問題が解決できることが報告され

ている．実変位wに構造要素の変位場を適用すれば，ミク

ロ釣合式 (2)は通常の有限変位微小ひずみの骨組を一様変形

と周期境界条件のもとに解く問題に帰着される．すなわち，

u1に関する周期性から，実変位wに拘束条件

w(X, Y + Y i)− w(X, Y ) =
{∇Xu0(X)

} · Y i (7)

を与えて解くことになる2)．ここに，Y iはRVEの基本並

進ベクトルである．

また，Bernoulli-Eulerはり要素などのせん断変形が拘束

されるようなモデルではせん断および軸直角方向のひずみが

定義できないので，平均応力の算出には注意が必要である．

そこで，骨組により離散化されたミクロ自己釣合問題から平

均応力を求める場合，平均応力を表面力の面積分により表し

ておくと好都合である2)．これを有限ひずみ問題に拡張すれ

ば，例えば，平均第一Piola-Kirchhoff応力 P̃ は

P̃ =
〈
P 0

〉
Y
=

∫
∂Y

Y ⊗ tds (8)

となる．実際の数値解析においては，式 (8)は節点力の総和

により求められる．

4. 解析例
図–3 (a)に示す正六角形セルからなる矩形構造を (b)，

(c)のようなマルチスケールモデルにより解析した．マクロ

構造は 4節点四辺形要素を 24要素， 1要素あたりのGauss

点は 4点，ミクロ構造は 1要素 2節点，節点自由度は回転を

含む 3自由度の平面Bernoulli-Eulerはり -柱要素を 48要素

で離散化した．境界条件は，マクロ構造の下端部においては

左隅を鉛直，水平方向固定，他は鉛直方向についてのみ拘束

し，上端を鉛直上向きに一様変位を与えた．これに対し，比

較のために図–4に示す三種類の通常の有限要素法による解

析も行った． FEMa, b, cはそれぞれ 100, 200, 320個の六

角形セルを有し，自由度はそれぞれ 7200, 14400, 23040であ

る．総自由度数において，本マルチスケール解析モデルは，

FEMbと同程度である．

このときの無次元化荷重変位関係を図–5に示す．図中 v

は上端の鉛直変位， f は上端に作用する荷重の総和， H , W

はマクロ構造の高さ，幅，Esはセル壁のYoung率である．

荷重変位関係から，変形の初期段階では，セル壁の曲げによ

り抵抗し，変形が大きくなるにつれ材料の軸剛性により抵抗

するセル構造体の特徴が読みとれる．また，この結果から，

本手法による非線形マルチスケール解析は，少ない自由度

で，多くの自由度を有する有限要素解析に近い結果を得るこ

とができることが分かる．計算コストに関しては，連立方程

(b) (c)(a)

図–3 一様引張を受けるセル構造体のマルチスケール解析モデル
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図–4 一様引張を受けるセル構造体の有限要素解析モデル

FEMa
FEMb
FEMc

0

0

0.5

0.32

0.16

f
/W

E
s

v/H

図–5 一様引張を受けるセル構造体の荷重 -変位関係

式の求解に自由度数の 2∼3乗の演算が必要であることを前
提とすれば，マクロ問題の物性評価点ごとの非線形ミクロ解

析を考慮しても，それぞれのミクロ解析が独立していること

からマルチスケール解析が優れていると言える．

5. まとめ
本研究では，マクロ構造は大変形を許容する連続体である

が，ミクロ構造は分岐を含む有限変位微小ひずみの骨組でモ

デル化される非線形マルチスケール法を構築した．解析例を

通し，本手法がセル構造体のような格子状微視構造を有する

非線形構造解析に有効であることを示した．
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