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1. はじめに

古典的塑性論を含む現象学的非線形構成モデルは広く用い

られている．一方，近年の計算機の高速化と分子動力学1)の

発展により，材料物性を原子レベルから評価することが可

能になりつつある．しかし，実構造を原子からモデリングす

ることは不可能であるため，マクロ構造とミクロ構造の関連

性を評価することができない．そこで本研究ではもっとも単

純な 2体間ポテンシャル関数であるLennard-Jonesポテン

シャル1)を用いて，微視的な粒子の挙動から巨視的な非線形

材料応答をモデル化するマルチスケールモデリングを試み，

ミクロスケール解析から非線形応答とパターン形成について

考察する．

2. 離散体のマルチスケール解析

図–1に示すように，構造物は原子レベルで見ると原子ま

たは分子によって周期的に埋め尽くされていると考えるこ

とができる．粒子によって構成される微視的な構造をミクロ

構造とする．これに対し全体構造をマクロ構造と呼ぶ．図–

1のミクロ構造において，周期的に繰り返される最小の構造

をユニットセルと呼ぶ．ここでマクロ構造での座標系をX，

ユニットセルの代表的な大きさをあらわすパラメータを εと

し，ミクロ構造での座標系をY = X/εとする2つの異なる

座標系を導入し，ミクロとマクロの支配方程式を求めるのが

マルチスケール法である．ここでマクロ，ミクロの両スケー

ルに依存する変数には上付の εを付すものとすると，大変形

超弾性体の釣合式は

∇X · P ε + ρεb = 0 (1)

uε = u on Γu, P εT ·N = t on Γσ (2)

と表される．ここに，P εは第一Piola-Kirchhoff応力， ρ

は密度， bは単位質量当たりの物体力，N は初期配置にお

ける単位外向き法線ベクトルである．

変分原理と適切な収束論により，境界値問題からミクロ，

マクロ，両スケールでの弱形式の釣合式

n∑
i=1

∂U
∂wi

· δwi = 0 (3)
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図–1 マルチスケール法の概念図∫
Ω

∇Xδu0 : P̃ dv −
∫

Ω

ρHb · δu0 dv −
∫

Γσ

t · δu0 ds = 0

(4)

を得る2)．ここに， nは代表体積要素内の粒子の総数, U は
粒子系のポテンシャル，wi は粒子 iの実変位， kはある正

の整数である．ユニットセル内の実変形に起因する実変位w

は，一様変形に起因する成分と周期成分u1の和として

w(X , Y ) =
{∇Xu0(X)

} · Y + u1(X, Y ) (5)

と表される．ここで，u1はミクロスケールの変位であり，

kY における周期関数である. P̃ は平均第一Piola-Kirchhoff

応力， ρH は平均密度であり，それぞれ

P̃ :=
∫

∂kY

Y ⊗ tds, ρH :=
nm

kY
(6)

により定義した3). ここに， tは境界での表面力，mは粒子

の質量である．ここで注目すべきことは，ミクロ問題の対象

となる代表体積要素として複数の単位周期構造を考えなくて

はならないことである．

図–2のように上辺と下辺の２つの粒子や，左辺と右辺の

粒子のようにセルの境界どうしで粒子がペアを組むように配

置したモデルでは，u1に関する kY 周期性によりペアの粒

子の実変位の差は，

w(X, Y + ri)− w(X, Y ) =
{∇Xu0(X)

} · kri (7)

となる． ここに riは基本並進ベクトルである． 図–2にお

ける粒子の数字はそれぞれ，
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図–2 代表体積要素 図–3 レプリカセル

1. ミクロスケールY の原点が属する境界上にある粒子

2. 境界上にない粒子

3. 1.の粒子をriだけ並進させた粒子

を意味している．実際の計算では 3の粒子の変位w3を式

(7)から，

w3 = w1 +
{∇xu0(x)

} · kri (8)

とし，これを釣り合い式と連立させ解析を行う． 連続体仮

説に基づく有限要素法では，まず代表体積要素を決定し，式

(8)により周期境界条件を考慮することで問題を解くことが

できる．しかし本研究のようにポテンシャルを有する離散体

においては，代表体積要素内の粒子はそのセル外の粒子から

も影響を受けるため，代表体積要素内の相互作用とその周囲

にある粒子との関連も考慮しなければならない．そこで分子

動力学では，ユニットセルの周囲にレプリカセル1)と呼ばれ

る代表体積要素と形状が同じセルを考える．ここでマクロ構

造から解析対象となる代表体積要素を取り出し，図–3の網

がかかっているところへ配置し，その周りにレプリカセルを

配置する．

分子動力学では目的により様々なポテンシャルが用いられ

るが，本研究ではもっとも基本的な 2体間ポテンシャルであ

る. Lennard-Jonesポテンシャル関数

Uij(r) = 4A

{(
B

r

)12

−
(

B

r

)6
}

(9)

を用いる．Uij は２つの粒子 i,j 間のポテンシャル， rは２

つの粒子間の距離を表し， Aは力, Bは粒子の半径を表すポ

テンシャルパラメータである．

3. 解析例

単位周期構造は図–2の 3の粒子を除いた 4つの粒子とし，

代表体積要素は単位周期構造を3× 3倍したものとする. 代

表体積要素の粒子の初期配置は， r/B = 1の間隔で粒子を

配置している．マクロ構造のある物質点の変形を∂u0
2/∂X2

のみ漸増させ他の成分をすべてゼロとしミクロスケール解析

を行った．このときの応力 -ひずみ関係を図–4に示す．横軸

は ∂u0
2/∂Y2，縦軸は平均Cauchy応力成分 σ̃22をポテンシャ

ルパラメータで無次元化した．図–4の実線のような基本経
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図–4 平均応力 -ひずみ関係

(a) (b)
図–5 分岐モード

図–6 分岐経路上でのユニットセルの実変形

路が存在し，この経路上に矢印で示した箇所に2重分岐点が

存在する．この点から図–4の破線で示す安定な分岐経路が

存在する．この分岐点での分岐モードを図–5に示す．応力 -

ひずみ関係から分岐経路上では軟化し，図–6のような実変

形を示す．分岐パターンとしてはくさび状に粒子が離れるパ

ターンと粒子が直線に並ぶパターンが形成されている．
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