
　　　　　　　　                  　　　　　　　　　   　　　　　　                               　　　

  部分変分法による Semi-Helmholtz要素の非圧縮流への適用

　　　　　　　　　　　　　　　　　　    　IMI計算工学研究室(理研研究嘱託) 今村 純也

１. 目　的

　Helmholtz の定理は、「任意のベクトル場ＵＵＵＵ は一般に

スカラーポテンシャルφとベクトルポテンシャルψψψψに

よって、ＵＵＵＵ＝gradφ＋curlψψψψ (divψψψψ＝0) のごとく表わさ

れる」と定義(1)される。非圧縮粘性流の流速ベクトル場

はＵＵＵＵ＝curlψψψψ となり、ベクトル場が渦度ではωωωω＝curlＵＵＵＵ

(divＵＵＵＵ＝0) となる。

　２Ｄの差分法ではψψψψとωωωωを変数とするψψψψ-ωωωω法が古典

的手法としてよく知られている。しかし、境界条件の与

え方が難しく、３Ｄへの発展が容易でないとされ、基礎

変数（ＵＵＵＵおよび圧力Ｐ）を用いる方法が主流となってい

るのが現状で、有限要素法でも同様の状況にある。

　しかし、基礎変数要素 Ui はそれぞれ独立して定義され

るため、一般には curlψψψψのみならず gradφφφφも入り込むこ

とになる。非圧縮粘性流では後者は単なるモデル誤差で

あり、偽ポテンシャル(2)として取り除く必要がある。基

礎変数要素ではそのスキーム構築がメインテーマとなる。

　渦度はポテンシャル表現すればωωωω＝curl(curlψψψψ) であ

り、渦度輸送方程式はψψψψの４階微分方程式で表わされる。

したがって、ψψψψがＣ1連続な要素を適用すれば流速は要素

間境界で連続し、系の境界条件も厳密に満足させ得るの

で上述のψψψψ-ωωωω法の隘路は解消される。著者はこの点に着

目して、基底関数を Helmholtz表示したＣ1連続な要素の

適用法を報告(4) (5) してきた。

　しかし、Ｃ1 連続な要素を必要とする点で一般には馴

染みにくい面がある。また、ノード未知数がベクトルと

なるため未知数自由度（３Ｄでノードあたり 12）の肌目

細かな配分（アダプティブ法）には多少難がある。

　そこで昨年度本大会で semi-Helmholtz 要素を提案(7)

した。この要素は基礎変数要素であるが、双１次要素の

ノード自由度数が３(流速)であるのに対し、隅ノード換

算で２倍となる。余分の自由度は連続条件を満たすため

に使ってHelmholtz要素に近づけ、上述の利点が享受で

きるようにする狙いがある。

　本稿では semi-Helmholtz要素ＵＵＵＵから curlψψψψ および

Helmholtz表示、有限要素、ＦＥＭ、偽ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ、ペナルティ法
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divＵＵＵＵ を掬い上げ、前者は移流項に適用し、偽ポテンシ

ャルである後者は系から除去するスキームを検討する。

  divＵＵＵＵ の除去手法としてペナルティー法(4)がよく知ら

れている。本稿ではペナルティー法の問題点を考察し、

これを改良したスキームを提案する。スキームは２Ｄ流

れで数値的に検証する。

　結論的には、Helmholtz要素と提案要素の優劣はまだ

付け難いが、一定の成果を得たので報告する。

２.  Semi-Helmholtz要素と方法

２.１ 方程式

　Ui は semi- Helmholtz要素の流速、Sijはその変形速度テ

ンソル，βi はψψψψ要素の流速、νは動粘性係数、Ｐは圧力

とし、密度は基準化して表して、連続の式は(1)式、運動

方程式は(2)式とする。

  連続の式：           0=UUUUdiv          　　   (1)
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　　 ただし、ββββ≡curlψψψψ ,　divψψψψ＝0 (coulombのｹﾞｰｼﾞ)

２.２ 有限要素

(1) UUUU要素

  流速Ｕi はｉ方向には中間ノードを設定して２次式と

し、他の方向には線形とする。ノード配置はｕとｖの要

素の例では図－１となる。（Ｕi はｕ，ｖ，ｗ でも表示）

ｗ要素は省略するが、同様にしてｚ方向のみ２次となる。
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 　図－１ 六面体のｕおよびｖ要素のノード配置
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(2) ψψψψ 要素

　ψψψψ は２Dで矩形、３Dで六面体の双１次要素とする。

２.３ ペナルティ法の考察

　ペナルティ係数をλとして 2)(2/ UUUUdivδλ ⋅  項を

ガレルキン式に加えて解く方法である。欠点として、λ

値の物理的根拠に乏しいこと、ペナルティ項を特異とす

るための次数低減積分法も同様なことである。

　エネルギーの観点からはさらに次の点が指摘できる。

すなわち、ペナルティ項により 2)(2/)( UUUUdiv⋅+ λν

のエネルギー散逸（吸い込み）を常に伴なうことである。

この項は単なるモデル誤差でしかない。

　なお、基礎変数要素では常に最小でも 2)(2/ UUUUdivν

のエネルギー吸い込みを伴なっている。（これを排除で

きることが Helmholtz要素の利点と言える。）

２.４ 部分変分法の適用

　そこで、はじめの狙いを部分変分法の形で表現する。

すなわち、(1)式の重みつき残差式に中間ノード未知数の

変分式を充て、(2)式のガレルキン式＋(1)式のペナルティ

式には隅点ノード未知数の変分式のみ充てる。かつ、比

較的小さなλを用いる。これにより、前述した３つの欠

点は解消される。

２.５ 連立方程式

　(2)式は UUUU を未知数とし、ψψψψおよび境界値を与えて部

分変分のガレルキン法で解くことになるが、これに陰解

法を適用する。その際、ガレルキン式からは圧力勾配は

消滅するので圧力要素は必要としない。

　ψψψψ    は UUUU を与えて求めるので、連立させて解く必要が

ある。ここでは、ψψψψに関する非線形式であることを考慮

し段階的解法で反復計算する。

　すなわち (3)式からψψψψを求め、(1)式の中間ノード未知

数による部分変分式と(2)式の隅ノード未知数による部

分変分式を連立させて解く。以上を反復計算する。

          ψψψψ⇒=Ω−∫
Ω

0)( 2 dU iiβδ      (3)

　以上はスキームの骨子であり、実際には上流化のほか、

なおいくつかの手当てを加える必要がある。

３.  数値計算例

　Re数＝1×103の２Ｄキャビティフローで検証した。要

素数は不等分割 80×80要素で、Δt＝1/500とした。

　移動壁速度は端から５要素区間で 3次補間して立ち上

げ、ノード点での値を境界値として与えた。（隅でｕ=0,

ω＝０ であり、垂直壁上端での噴流を防止）

　UUUUとββββのプロファイルをGhiaらの結果(7)とともに図－

２に示す。両者ともよく一致していることが判る。

 
　　　　(a) UUUUの値 　　　　　   (b)ββββの値

　　図－２ 幾何学中心線上の流速プロファイル

 　　　    ( Re=1×103, t=30)  (○ は Ghia et al.）

４．まとめ

　Helmholtz 表示要素の利点を生かしながら、低次の

semi-Helmholtz要素を提案し、その適用法を報告した。

　数値計算による検証でも、Ghiaらの結果とよく一致す

ることを確認した。また、UUUU要素の流速とψψψψ要素から求

まる流速がよく一致することも確認した。

　Ｃ1 連続なHelmholtz要素との優劣は３D解析に依らな

ければ判じ難い面が多い。Helmholtz要素は連続式を強解

として満足するなど理論的整合性が高く、数値積分は並

列処理可能であるなど、数値解析上の魅力も有している。
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