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1. まえがき

非線形有限要素法を実務に適用するためには，解析の

ロバスト性や実現象との整合性など多くの問題が残さ

れている．本研究では，固体の非線形有限要素解析にお

いて，上記の問題点を解決できると期待されるEulerian

表示での Hydrocode (以下 Eulerian Hydrocode)につ

いて概説する．

Hydrocodeとは，固体を流体のように扱ってその力

学現象を解くための解析コードの総称であり，Hydro-

dynamic computer codeを短縮した名称である1)2)．通

常の固体の有限要素法においては，運動量保存則から

導出される仮想仕事の原理のみを用いるのに対して，

Hydrocodeでは，質量 �運動量 �エネルギーの 3つの

保存則を考慮する．またHydrocodeにおいては応力波

の刻々の変化を忠実に把握しなくてはならないために，

一般的に動的陽解法を用いて解が求められる．

Eulerian表示での有限要素法においてはメッシュが

空間に固定され，そのメッシュを越えて材料が移動す

る．その結果，特別な方法なしに新たな自由境界面を生

成でき任意の大変形問題も扱えるため，固体力学にお

いて理論を構成される際に通常用いられるLagrangian

表示の有限要素解析では困難な解析が可能となる．

2. Eulerian定式化

通常の構造解析コードにおける Lagrangian表示で

の保存則の記述には物質時間導関数が用いられるのに

対して，Eulerian表示での保存則の記述においては空

間時間導関数が用いられる．物質時間導関数と空間時

間導関数の関係は以下のようになる．

D�

Dt
=

@�

@t
+ v � (r�) (1)

ここで，�は任意量であり， vは物質点の速度である．

そして，D�=Dtと @�=@tは，それぞれ �の物質時間

導関数と空間時間導関数であり，右辺第 2項は一般的

に移流項と呼ばれている．
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Lagrangian Step Eulerian Step

図{1 Eulerian方程式を解くための操作分割法

はそれぞれ以下のようになる．
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@�e

@t
+r � (�ev) = � :D (4)

ここで，�は密度, �は Cauchy応力テンソル, bは物

体力ベクトル，eは単位質量当たりの内部エネルギー，

Dは速度ひずみテンソルである．

(1) 操作分割法

図-1は，Eulerian方程式を解く際に有効な手段であ

る操作分割法の概念を示したものである．最初に，時

間を進める Lagrangianステップにおいて，メッシュ

を変形させて物質を追跡する．次に，時間を固定した

Eulerianステップにおいて，歪んだメッシュを空間状

で固定された Eulerianメッシュに引き戻す操作を行う
3)．

Eulerian表示での支配方程式 (2),(3),(4)は以下のよ

うな共通の形を有している．

@�

@t
+r �� = S (5)

ここで，�は流動関数，Sは源流項である．また左辺

第２項は移流項である．操作分割法では，式 (5)を２

つの方程式に分割する．

@�

@t
= S (6)

@�

@t
+r �� = 0 (7)
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式 (6)は，源流項を含んだ Lagrangianステップにおけ

る方程式であり，式 (7)は移流項を含んだEulerianステ

ップにおける方程式である．式 (6)と通常のLagrangian

表示の支配方程式との違いは，時間導関数の種類であ

る．ここで空間時間導関数を物質時間導関数に変換すれ

ば，式 (6)は通常の Lagrangian表示の支配方程式と同

一となる．また式 (7)を解くためには，Lagrangianステ

ップによって歪んだメッシュを元の固定されたEulerian

メッシュに戻す操作が必要となり，同時に隣接する要素

間の物質の移動体積を計算しなくてはならない．さら

に，質量，運動量，エネルギー，応力などのLagrangian

ステップにおける解を，移流アルゴリズムにおいて固

定されたメッシュ上に投影する必要がある．

(2) Lagrangianステップ

Eulerian表示の有限要素法においては，参照する形

状は現時刻における形状である．よって，updated La-

grangian法を，操作分割法におけるLagrangianステッ

プの手法としてそのまま用いることが可能である．離

散化された Lagrangian方程式は以下のようになる．

Ma+ F int = F ext (8)

ここで，aは加速度ベクトルであり，M は対角化さ

れた集中質量マトリクスである．また F intと F extは，

それぞれ内力及び外力ベクトルである．Eulerian表示

の有限要素法においては，１つの要素に複数の種類の

材料が混入することが可能であり，そのような要素は

混合要素と呼ばれる．また何も材料が混入しない要素

は空隙要素として扱われる．Lagrangianステップにお

いては，要素内のひずみ速度と応力を求めなくてはな

らないが，同一要素内のすべての材料のひずみ速度は

等しいと仮定し，その要素内で平均化した応力を要素

の応力として取り扱うことにする4)．

(3) Eulerianステップ

操作分割法における Eulerianステップにおいては，

１次元の移流計算法を多次元の問題へ適用する．式 (7)

の１次元の離散形は次のようになる．

�+j+1=2 =
��j+1=2V

�

j+1=2 + ��j fj � ��j+1fj+1

V �j+1=2 + fj � fj+1
(9)

ここで，下付き文字の整数は節点，節点の �1=2は要

素を示す．また上付き文字の �と +は，それぞれ移

流前後の値を意味している．節点 iにおける移流体積

は fi, 要素体積は V である．移流体積内の諸量 ��j ,

��j+1を評価するために，monotonic upwind schemes

for conservation laws (MUSCL) 5)を用いる．

混合要素のおいては，要素内の材料の境界面の評価

を正確に評価しなくてはならない．本研究では，要素内

の材料の含有率をパラメーターとした volume of 
uid

nethod(VOF法)6)を高精度にした方法7)を用いる．

3. 例題

紙面の都合上 (電子ファイルのサイズの制約上)，こ

こでの例題計算結果は割愛する．講演会当日に，いく

つかの計算結果を発表し，Eulerian Hydrocodeによっ

て，より現実的なシミュレーションが可能であること

を示す．．

4. 結論

Eulerian Hydorcodeによる固体の非線形有限要素解

析を行うことによって，これまでの一般的な構造解析

コードでは解けなかった力学現象を解くことが可能と

なる．また非線形解法として動的陽解法が用いられ，

さらにメッシュの歪みが生じないEulerian Hydrocode

は，収束性や有限要素の健全性を理由に解析が停止し

ない非常にロバスト性の高い計算手法でもある．
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