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１．まえがき 

 ケーブル，偏平アーチ，殻などのように曲面をもつ構造物には，構造形状に起因する２次の非線形項が存在する

ために，各種の不安定現象が存在する。著者らは，これまで曲率が大きい領域まで取扱い可能の薄肉殻構造を対象

に１自由度系としての非線形振動解析を行い，非線形振動特性と各種の偏平殻の形状パラメーターの影響を明らか

にしつつある 1）。本研究では，薄肉偏平殻の非線形運動方程式を多自由度系に近似して，調和バランス法による非

線形振動特性解析を行い，偏平殻の形状，各面内の境界条件のもとに，偏平殻の非線形振動特性を明らかにする。

数値解析において多自由度系としての固有振動数解析および高次モードの非線形振動特性を各種のパラメーターの

もとに明らかにする。 
２．運動方程式および境界条件 
 構造系のモデルを図-１に示す薄肉偏平殻とする。 
 振動による薄肉偏平殻のたわみを とすると，殻の非線形運動方程式と適合条件式は，次式で表わされるw 2）。 
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 ここに，ｔ：時間，ｄ：板厚， ：板の密度， ：荷重強度， ρ p
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υ :ポアソン比， ：ヤング率， ：加振円振動数。 E Ω
 殻の境界条件は，曲げに対して４辺単純支持(S)もしくは 4 辺固定
支持(C)とし，面内変位 ， は自由(1)もしくは固定(2)とする。 u v
３．解法 
 式(１)の解を境界条件を満足するように多自由度系として，次のよ
うに仮定する。 
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 ここに，T ：未知の時間関数， ，Y ：面外の境界条件を満足( )tij ( )xXi ( )yj

 応力関数 は，式(３)を用いて式(２)を解き，面内方向の境界条件を考慮F
 運動方程式(１)に式(３)および得られた応力関数 を代入して，Galerkin
の高次モード(１次以外のモード) を選ぶと，運動方程式(１)は次のよう
常微分運動方程式に近似できる。なお，下線部は５次モード に
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 ここに， ：係数， ：減765432187654321 ,,,,,,,,,,,,,, bbbbbbbaaaaaaaa ijhh ,11

11ω ， ：無次元固有円振動数， ：Kroneckerのデルタ関数，ijω ijδ 0Rpp x=

0/ωω Ω= ：無次元加振円振動数， ：無次元時間， ：対応する平t0ωτ = 0ω

 上式の解を次のように仮定する。 
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 式(５)を式(４)に代入して，調和バランス法を適用すれば連立非線形代数
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図－１ 薄肉偏平殻の 
一般形状および座標
する関数 
して得られる。 
法を適用し，1次モード と任意の 1個
な時間に関する２自由度系の連立非線形

のみ現れる項である。 

11T

ωτcos5 paTij = , 

ωτs                  （４） 

衰定数， 
2/ πEd ：荷重強度， 

板の１次固有円振動数。 

                （５） ωττ sin1
ijs+

ードの分岐型の振幅成分， 

方程式が得られる。これに Newton－ 
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Raphson法を用いて解けば，振幅成分が得られる。 
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４．解析結

本研究で

yx RR /=λ

(１)固有振
の場合につ

大きい。殻

２(a)から
る。また，

(２)非線形
-2：k=0.0

のとき，振

硬化バネ特

振動は振幅

(３)非線形
λ＝1，ν
け，その非

て高次モー

ードの単独

振動による

５．まとめ

(１)形状パ
(２)１次モ
化バネ特性

(３)高次モ
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Curvature ratio　　λ

(a)Ｓ-2：ｋ＝0.001，ｅ＝0.4

図-２ 線形自由振動曲線

 
図-３ 非線形自由振動曲
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図-４ 応答曲線 
果 
用いる無次元パラメーターは， （正方形），

（曲率半径比 ：ドーム形状， ：円筒形状， ：

1/ == baµ

0=λ

k

00>λ <λ

動特性 １次振動から５次振動までの無次元固有振動数

いて図-２に示す(ν=0.3，k=0.001)。この場合はeの値が大
の場合は形状パラメーターの組み合わせによって１次モー

明らかなように，１次モ－ドの固有振動数よりも高次モード

殻の場合には，固有振動数は面内の境界条件の影響も受け

ω

自由振動 １次振動から５次振動までの非線形自由振動曲

1，e=0.4，ν=0.3)。縦軸は，薄肉偏平殻の中央点の無次元
動数が振幅の増大とともに減少する軟化バネ特性を示す振幅

性の共存が見受けられる。 のとき，硬化バネ特性のみ

の増大とともに振動数が増加する硬化バネ特性のみをもつ

0<λ

強制振動 １次モードと５次モードの応答曲線をe=0.1，0.
=0.3)。図-３(a),(b)を比較すると，主調波応答は非線形自

線形振動特性は異なる。また，図-３(b)において非線形連成
ドの非線形運動方程式に１次モードの単独項が含まれてお

項が入っていることにより，１次モードの振動による高次

１次モードの非線形連成振動が発生するためである。 
 
ラメーターの組み合わせによっては，１次モードの固有振

ードの非線形自由振動特性は，形状パラメーターの影響を

のみをもつ場合とがある。 
ードの非線形振動特性は，形状パラメーターによらず硬化
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(b)Ｓ-1：ｋ＝0.001，ｅ＝0.4
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(a)Ｓ-2：k=0.01，ｅ＝0.4, λ＝1 

Non-dimensional frequency 

(b)Ｓ-2：k=0.01，ｅ＝0.4, λ＝-1
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(a)Ｓ-2：ｋ＝0.001，e=0.1 ,λ＝1 

Non-dimensional frequency 

(b)Ｓ-2：ｋ＝0.001，e=0.2 ,λ＝1
：板厚半径比， e ：辺長半径比，

鞍形状にそれぞれ対応）とする。 
xRd /= xRa /=

と曲率半径比 との関係を辺長半径比e=0.4
きく殻の形状が薄くて深いため， の影響が

ドの固有振動数が大きくなる。この場合，図-
の固有振動数が小さくなることが示されてい

る。 

ij λ

λ

線をλ＝1，-1の場合について図-２に示す(Ｓ
振幅とし，横軸は無次元振動数とする。

領域が存在し，非線形自由振動特性に軟化，

が現われている。また，高次モードの非線形

。 

0≥λ

2の場合について図-３に示す(Ｓ-2：k=0.001，
由振動と同様に形状パラメーターの影響を受

振動が発生している。これは，式(４)におい
り，１次モードの非線形運動方程式に高次モ

モードの非線形連成振動および高次モードの

動数が最も大きくなる。 
受け，軟化・硬化バネ両特性をもつ場合と硬

バネ特性のみをもつ。 
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