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1. はじめに

公共施設は社会のインフラストラクチャーとして，民

間主体の生産活動をはじめ地域や一国の経済成長を規

定する．公共施設はひとたび整備されるとその影響が

非常に遠い将来にまで及ぶ．そのように時間軸上の個々

の時点で発生する効果（便益）を投資の意思決定時点で

正確に予想することは不可能である．公共投資は便益

の不確実性，投資費用の不可逆性を備えている．

また，多くの施設はそれぞれ単独で地域の発展に対

して影響を与えるが，一方で関連する複数の施設が共

存することによって，それらが相乗的な効果を発揮する

ことがある．例えば研究施設と通信・交通施設の関係が

挙げられる．しかし，従来の費用便益分析は，１つ目の

施設整備（例えば研究施設）を評価する際に，当該施設

が将来他の施設（例えば通信・交通施設）が整備された

時点で発生する便益を大きくするような効果を考慮に

入れていない．初期段階の公共施設整備の価値は過小

に評価されてきたといえる．本研究は公共プロジェク

トの投資機会をリアルオプションとして捉える．その

上で，将来，関連して機能する他の公共施設が整備さ

れる可能性を考慮した，新しい公共施設整備の意思決

定ルールを導出することを目的とする．本稿では公共

施設整備の便益の定式化について紹介する．

2. 公共施設の便益過程の定式化

２つの施設ã;åを対象とする．施設x(= ã;å)の整備

状態を状態変数 s(= o;ã;å;ãå)により表す．ここに，状

態oはいずれの施設も存在しない状態を，状態ã，状態

åはそれぞれ施設ã，施設åのみが存在する状態を，状態

ãåは双方の施設が存在する状態を表す．施設x(= ã;å)

を整備することを投資xと呼ぶ．

無限の将来にわたる連続的な時間軸を考える．あ

る時刻における公共施設の便益のフローBs(t) (s =

ã;å;ãå)を，当該時刻の状態oとの社会厚生の差によっ

て表現する．各便益Bs(t)は確率過程に従う．時刻 tに

おいては，全ての整備状況における便益（潜在的便益）

のフローB(t) =(Bã(t);Bå(t);Bãå(t))を知ることができ

ると仮定する．意思決定者は便益の実現値B̂(t)を確認

した上で投資の意思決定を行い，社会は状態に対応す

る便益B̂s(t)を享受することができる．次の時刻以降の
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便益の予測は，その時刻までの実現値B̂s(t0) (t0 î t)に

基づいてなされる．また，時刻 tに施設xを整備して状

態 sが生起したときに得られる便益B0
s (t) (s = ã;å;ãå)

を初期便益と呼ぶ．状態 s = ã;åの初期便益は以下のブ

ラウン運動に従うと仮定する．

dB0
ã(t) = õ0

ãdW (t) +ë0
ãdWã(t) (1)

dB0
å(t) = õ0

ådW (t) +ë0
ådWå(t) (2)

W (t);Wã(t);Wå(t)はそれぞれ互いに独立な標準ブラウ

ン運動である．W (t)は一国の景気を表すようなマクロ

な確率変動を表し，Wã(t);Wå(t)は施設に特有な確率

変動を表す．B0
ã(t)とB0

å(t)はW (t)を介して相関してい

る．õ0
ã; õ0

å; ë
0
ã; ë0

åは定数である．また状態 s = ãåの初期

便益の変動過程は以下のように表される．

dB0
ãå(t) = (õ0

ã +õ0
å)dW (t)

+ë0
ãdWã(t) +ë0

ådWå(t)(状態o→ãåのとき) (3)

dB0
ãå(t) = éãdt+ (õ0

ã +õ0
å)dW (t)

+ë0
ãdWã(t) +ë0

ådWå(t) (状態ã→ãåのとき) (4)

dB0
ãå(t) = éådt+ (õ0

ã +õ0
å)dW (t)

+ë0
ãdWã(t) +ë0

ådWå(t) (状態å→ãåのとき) (5)

式 (3)は両方の施設を同時に整備した場合の初期便益で

ある．また，式 (4),(5)はそれぞれ施設ã，施設åが既に

存在するときに，もう一方の施設を整備することによっ

て状態ãåが生起した場合の初期便益である．本研究で

は，たとえある時点で社会が状態ãåに到達したとして

も，それらを同時に整備して達成した場合と段階的に

整備して達成した場合とでは社会厚生が異なると考え

る．あらかじめ一方の施設を整備していたことにより

状態ãåの初期便益が増加する効果を，式 (4),(5)におい

てドリフトéã; éå(=const.)により表現する．また，投資

が行われた後の便益Bs(t)の変動過程は以下に示すよう

にドリフトをもつブラウン運動に従うと仮定する．

dBã(t) = ñãdt+õãdW (t) +ëãdWã(t) (6)

dBå(t) = ñådt+õådW (t) + ëådWå(t) (7)

dBãå(t) = (ñã +ñå + ~ñ)dt+ (õã +õå)dW (t)

+ëãdWã(t) +ëådWå(t) (8)

ñã; ñå; ~ñ;õã; õå; ëã;ëåは定数である．~ñは両方の施設が

同時に存在することによる相乗効果を意味する．表記

の簡単化のためñãå =ñã+ñå+ ~ñ，õãå =õã+õåと記す．

3. 再帰方程式の定式化
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第１段階の投資x (= ã;å)が行われた時刻をí1
xと表

す．時刻 tにおける最適値関数はF =F (B̂(t); s;í1
x)と定

義される．ただし状態oはí1
x = ûとして扱うが，以降は

í1
xの表記を省略する．また，無限期間の問題なので当該

期価値最適値関数を扱うことができる．状態oにおける

再帰方程式は次式のように表される．

F (B̂(t); o)

= max
î
B̂ã(t)dt+

E
h
F (B(t+ dt); ã)jB̂(t)

i
1 +ödt

Ä Iã;

B̂å(t)dt+
E
h
F (B(t+ dt); å)jB̂(t)

i
1 +ödt

Ä Iå;

B̂ãå(t)dt+
E
h
F (B(t+ dt); ãå)jB̂(t)

i
1 +ödt

Ä Iã Ä Iå;

E
h
F (B(t+ dt); o)jB̂(t)

i
1 +ödt

ï
(9)

ただしE[ÅjB̂(t)]はB̂(t)が実現した下での期待値操作を

表す．Ix(x = ã;å)は施設xの投資費用で一定と仮定す

る．上式において，右辺の大括弧の第１式は時刻 tに施

設ãを整備した場合，その後無限の将来にわたって獲得

できる最大の期待便益の当該期価値を表している．第

２式は施設åを整備した場合，第３式は施設ãと施設å

の両方を整備した場合，第４式は当該時刻 tにおいては

投資を行わずに次の期に意思決定を先送りする場合の

期待便益の当該期価値を表している．時刻 tにおける便

益ベクトルB̂(t)を考慮した上で，４式のうち最も大き

な値を示す式に対応する行動が選択されることになる．

以上のように状態oにおける意思決定問題は４つの選

択肢の離散選択の問題となる．次に状態ã，状態åにお

ける再帰方程式は以下のように表される．

F (B̂(t); s0)

= max
î
B̂ãå(t)dt+

E
h
F (B(t+ dt); ãå)jB̂(t)

i
1 +ödt

Ä Ix0 ;

B̂s0(t)dt+
E
h
F (B(t+ dt); s0)jB̂(t)

i
1 +ödt

ï
(s0 = ã;å) (10)

右辺の第１式は時刻 tで投資x0(= å;ã)を行った場合に

獲得できる最大の期待便益の当該期価値であり，第２

式は投資を行わなかった場合の価値である．また状態

ãåの最適値関数は次式のように与えられる．

F (B̂(t); ãå) = E
hZ 1
t
Bãå(ú) expfÄö(úÄ t)gdújB̂(t)

i
(11)

最適値関数F (Å)の関数形が既知のとき，便益の実現値

B̂(t)を用いて関数の値を計算することによって，最適

投資行動を決定することができる．

4. 最適値関数の導出方法

最適値関数F (Å)が各Bsに関して単調増加関数である

と仮定しよう．いま便益Bsに着目し，他の要素Bs0 (s0

6= s)を所与とすると，Bsの大きさがある境界値BÉxs を

越えたときに投資xの行動が変化するような値 (critical

value)BÉxs が存在する．ここでは境界値BÉxs と最適値関

数F (B̂ (t) ; s)を同時に求める方法について紹介する．

状態 sに関して後ろ向きに解いていく．状態 (B̂(t); ã

å)においては，式 (11)よりF (B̂(t); ãå)が求まる．

F (B̂(t); ãå) =
B̂ãå(t)
ö

+
ñãå
ö2 (12)

次に状態 (B̂(t);ã)にあるとする．式 (10)のF (B(t +

dt); ãå)に式 (12)を代入して整理すると，

F (B̂; ã)

= max
î
B̂ãådt+

1
1 +ödt

(
B̂ãå +ñãådt

ö
+
ñãå
ö2

)
ÄIå; B̂ãdt+

F (B̂; ã) + E
h
dF (B; ã)jB̂

i
1 +ödt

ï
(13)

便益B̂のもとで待機することを選択する場合を考えよ

う．左辺F (B̂;ã)と右辺の第２式を結ぶ方程式を解く．

F (B̂;ã)がBãとBãåの関数であることに注意して伊藤

のレンマを適用し，(dt)2 = 0と近似すると以下の２階

の偏微分方程式を得る．
1
2

(õ2
ã +ë2

ã)Fãã + (õãõãå +ë2
ã)Fã(ãå)

+
1
2

(õ2
ãå +ë2

ã +ë2
å)F(ãå)(ãå) +ñãFã +ñãåF(ãå)

ÄöF +Bã = 0 (14)

Fの下付ã;(ãå)はそれぞれBã(t); Bãå(t)に関する偏微分

を表す．一方，F (Å)の値はBÉås において投資åを行った

際の便益の当該期価値（式 (13)の右辺の第１式）と等

しくなる．さらにBÉås において，待機する場合のF (Å)と
投資をする場合のF (Å)は滑らかに接続していなければ

ならない．すなわち境界値Bs = BÉås は以下のValue-

Matching条件，Smooth-Pasting条件1)を満たす．

F (BÉåã ; BÉåãå; ã) =
BÉåãå
ö

+
ñãå
ö2 Ä Iå (15)

Fã(BÉåã ; BÉåãå; ã) = 0 (16)

F(ãå)(BÉåã ; BÉåãå; ã) =
1
ö

(17)

F (Å)とBÉås は境界条件 (15)(16)(17)のもとで偏微分方程

式 (14)を解くことにより求められる．状態å，状態oに

おける最適投資問題も同様の方法で解くことができる．

5. おわりに

本研究ではReal Options Approach により複数の公共

施設整備の意思決定ルールを導くことを目的としてい

る．本稿では時間軸上で不確実に変動する施設の便益

の変動過程の定式化について紹介した．紙面の制約上，

最適値関数の分析結果については講演時に発表する．
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