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1 まえがき
近年，比強度，比剛性に優れた FRP(Fiber-Reinforced-Plastic)が土木の分野でも注目されつつある．この FRP

を積層状にした積層板は，力学的に強い異方性を示し，積層数，積層順序などを変えることにより力学的特性を自

由に設計できる．しかしながら， FRP積層板の力学的特性については，等質，等方性のそれと比べれば必ずしも

十分な検討が行われていないのが現状である．

本研究では，面内剛性と曲げ剛性に対して面外せん断剛性が極めて小さいという特徴を持つ FRP積層板に注目

し，せん断変形の影響を考慮した積層板の座屈挙動を明らかにすることを目的としている．

2 解析理論
対称クロスプライ積層板の座屈に関する基礎微分方程式は次式のように表わされる．
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なお断面力に関しては，図 1に示すように板厚の中央

面から z 軸をとり，層と層の境界面を z0,z1,・・・・

zk�1,zkとする．積層板では各層ごとに応力が異なるた

め，応力を板厚方向に積分し，次のように定義する．
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ここに， (�x; �y; �xy)kは k番目ラミナの応力である．

また，Aij ;Dij はそれぞれ，面内剛性，曲げ剛性であり

次式のように定義される．
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図 1 : 積層板

まず，この積層板の基礎微分方程式に無次元量を導入し，領域 (i; j)において面積分することにより積分方程式

に変換し，次に積分方程式の近似解法を応用すると，離散解は次式のように整理される．
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この式中に含まれる境界従属点の諸量Xrf0;Xs0gはいわゆる積分定数であり，境界条件によって決定される．

また， a1pijfd, a2pijgdは，格間伝達マトリックスに相当するものである．
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3 数値解析結果
数値解析例として本研究で用いた積層板は， a=b = 1で四辺を単純支持させた対称クロスプライ積層板であ

り，E1; E2はそれぞれ繊維方向の弾性係数と横方向の弾性係数である．また，せん断弾性係数 G12; G23はそれぞ

れ G12 = 0:6E2, G23 = 0:5E2とし，ポアソン比 �12 = 0:25，せん断修正係数は， � = 5=6を用いた．なお解析

に用いた座屈荷重 (無次元量)は �x =
a2

D0(1� �12�21)
Nxとし ,基準板剛度D0は，D0 =

E2h
3

12(1 � �12�21)
として

いる．

3.1 解法の実用性の検証

はじめに，本解析法の収束性を検証するために，弾性係数比

E1=E2 = 3，積層数 3[90Æ=0Æ=90Æ]， a=h = 5～ 20での座屈

荷重 (無次元量)を Owenらによる解 1)とともに表 1に示す．

なお同表には，分割数m = n = 8; 10; 12の場合の座屈荷重お

よび Richardsonの補外公式 2)によって求めた推定収束値を示

している．

本解析法による数値解は，いずれの場合も分割数の増加と

ともに一様に収束し， 8～ 12分割程度の比較的粗い分割によ

る解析においても，実用上，十分の精度をもつ解が得られて

いる．さらに，Richardsonの補外公式による推定収束値は，

Owenらによる解に極めて近づくことが示されている．

3.2 板厚の影響

積層板の辺長 aと板厚 hの比 a=hをパラメータとして，座

屈解析を行った．その結果を図 2に示す．図 2には，数値解お

よび Owenらによる解 1)を示している．諸条件は，弾性係数

比 E1=E2を 20，積層数を 3[0Æ=90Æ=0Æ]としている．板厚が座

屈荷重に与える影響としては，板厚を厚くすると座屈荷重は大

幅に低下していくが， a=h＞ 20程度になっていくと座屈荷重

はほぼ一定となる．つまりこれは，厚い積層板は，薄い積層板

に比べせん断変形の影響を受けるためであると推測される．

3.3 積層順序の影響

積層順序をパラメータとして，座屈解析を行った．その結果

を図 3に示す．積層順序が座屈荷重に与える影響としては，積

層順序を変化させた場合，弾性係数比が大きい積層板が弾性係

数比が小さいものよりも座屈荷重の変動が大きいことがいえ

る．また積層順序が [90Æ=0Æ=90Æ]よりも [0Æ=90Æ=0Æ]の積層板

のほうが座屈に対して強い挙動を示すことが確認できる．

4 あとがき
今回の解析例では，対称クロスプライ積層板のみを取り扱っ

たが，今後は，アングルプライなどの積層板においても同様な

座屈特性を明らかにしていく予定である．

最後に，本研究を進めるに際して，数値計算を行って戴いた

当大学の大学院 1年生，有吉健君に謝意を表します．

表 1 : 積層板の座屈荷重

(E1=E2 = 3; �12 = 0:25，積層数= 3)

a=h

m = n 5 10 20

8 4.6458 5.5288 5.8061

10 4.6115 5.4730 5.7527

12 4.5931 5.4544 5.7241

Ex.V 4.5517 5.4426 5.6599

Owen1) 4.5597 5.4026 5.6679

EX.V.=Extrapolated Values2) [10-12]
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図 2 : 板厚による座屈荷重への影響
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図 3 : 積層順序の影響参考文献
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