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1. まえがき

  逆べき乗法は連立方程式を繰り返し解くことにより係数行列のスペクトル特性を利用して低次の固有値・固有

ベクトルを求める方法であり，大型疎行列の固有値問題において有効な解法の一つである．ただし，収束性と安

定性もまた係数行列のスペクトル特性に依存する．本研究では，区分的に値を持つ基底ベクトルを用いた固有ベ

クトルの再構成法とこの基底ベクトルを逐次作り出す連立方程式の反復解法を提案する．数値計算の結果，提案

法は従来のべき乗法に比べて高い収束性と安定性を有していることを確認した．

2. 区分的に値を持つ基底ベクトルによる部分空間近似

  有限要素法等で離散化された全体領域Ω（図 1）と領域Ω で定義される行

列の固有値問題

Ax x= λ                              (1)

を考える．ここに， Aはn 次正値対称行列， x はn 次列ベクトル，λ はスカ

ラーとする．領域Ω をm個の部分領域Ω Ω Ω1 2, , ,L m（図 2）に区分し，領

域Ω i 内のni 個の自由度： v j ni j i i, , , , ,∈ =Ω 1 2 L を成分に持つベクトル vi と

vi を全体領域に展開したベクトル $vi をそれぞれ(2), (3)式で定義する．特に $vi

を区分的に値を持つ基底ベクトルと呼ぶ．また，各部分領域の自由度数ni の

総和はn である．

    vi i i i nv v v i
T

, , ,[ , , , ]≡ 1 2 L --------- (2)，  $ [ , , , , , , ]T Tv vi i≡ 0 0 0 0L L -------- (3)

  各領域Ω i において li 個の線形独立なベクトル： v v vi i i i, , ,, , ,1 2 L l が与えら

れ，これらを成分に持つベクトル： $ , $ , , $, , ,v v vi i i i1 2 L l からなる部分空間を

$ $ , $ , , $, , ,Vi i i i i= v v v1 2 L l ------------ (4)，     V V V Vm= $ , $ , , $
1 2 L ------------ (5)

と表す．V の張る部分空間での固有ベクトルの最良近似 ~x y= V は固有値問題

V AV V VT Ty y= λ                        (6)

を解くことにより得られる．V を張る基底ベクトルが求めたい固有ベクトル

と区分的に近いとき，少ない基底数で固有ベクトルを近似することが可能と

なる．

3. 逆べき乗法における近似固有ベクトルの再構成

  反復 sにおける固有ベクトル xt の近似固有ベクトルを xt
s( ) とすると，逆べ

き乗法の反復式は

  A t
su x= ( ) ----------- (7)，              x u ut

s( )+ =1 --------------- (8)

と表される．xt
s( ) が固有ベクトルの線形結合として(9)式で表せるなら， u は

固有値λ λ λ1 2, , ,L n を用いて(10)式で表される．
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図 3  平面応力問題の例題
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ここで，互いに独立な部分空間V W, が存在し

x bt
s V( ) =   ---------------- (11)，      u c d= +V W --------------------- (12)

と表せるなら，部分空間W は(9)式から(10)式への固有ベクトルの成分変化

を表す空間と考えられる．提案法では，反復ベクトルとして u の代わりに

V W, の張る部分空間における固有ベクトルの最良近似

               x y zt
s

t tV W( ) ,+ = +1                         (13)

を用いる．係数ベクトル y zt t, は(14)式の部分空間の固有値問題を満たす固

有ベクトルである．収束判定は(15)式で行う．ε a は収束判定値である．
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4. 連立方程式： A t
su x= ( ) の反復解法

(7)式の近似解を

u c d[ ] [ ] [ ]k k kV W= +                    (16)

と置く．ここに，[ ]k は(7)式を解く際の反復回数を示す．V W, は区分的に

値を持つ基底ベクトルからなる互いに独立な部分空間で，V は(11)式を満

たす．係数ベクトルc d[ ] [ ],k k は(17)式の部分空間の連立方程式を満たすも

のとする．
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u[ ]k の残差ベクトル r[ ]k を領域Ω Ω Ω1 2, , ,L mに対応させて(18)式で定義

する．各領域毎に残差ノルムの評価を例えば(19)式で行う．

  r r r r x u[ ] [ ] [ ] [ ] ( ) [ ], , ,k k k
m

k
t
s kA≡ = −1 2 L           (18)
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ここに，µa は収束判定値である．(19)式を満たさない領域においては基底ベクトルが不足しているので基底ベク

トルを追加する必要がある．そこで，(20)，(21)，(22)式を用いて新しい基底を作る． Aii は係数行列 A Aij= ( ) を

構成するブロック行列の対角ブロックである．(22)式の $ ,wi k +1 を $Wi に追加して $ $ , $ ,W W wi i i k= +1 とする．

各領域の基底を集めてW W W Wm= $ , $ , , $
1 2 L とすると拡大された部分空間が得られる．この拡大されたW とV の張

る部分空間でu の最良近似を(16)式と(17)式で求め直す．以上の操作を残差ノルムが全ての領域で許容値以下にな

るまで繰り返すと(12)式を満たす部分空間W が得られる．
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Tw wi k i k+ +=1 10 0 0 0L L  ----- (22)

5. 数値計算とまとめ

  提案法の有効性を検証するため，図 3 に示す正方領域の一辺が固定された平面応力問題を取り上げ，有限要素

法で離散化して得られる剛性行列の低次の固有値・固有ベクトルを求める問題について数値実験を行った．表１

に 127×127=16129 個の正方形要素で離散化したときの低次(5 個)の固有値を示す．自由度数は 32512 個である．

図 4 に低次の 5 個の固有値・固有ベクトルを求めたときの(7)式の連立方程式を解いた回数と(15)式で示す相対残

差ノルムの関係を示す．収束判定値はε a = −10 7 とした．部分領域は図 3 に示す 16 領域とした．図 4 より，各固

有ベクトルとも収束率は高く，安定に収束していることが分かる．詳細については講演時に報告する．

番号 固有値(kN/m)

1 52.603812

2 304.687959

3 380.751204

4 941.799523

5 1125.009406

表１ 剛性行列の固有値
     要素数：16129
     自由度数：32512

図4  残差ノルムの変化
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