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Synopsis,

Die voriiegende Abhandlung befasst sich mit der Theorie und Berechnung der rost-
formigen Tragwerke, welche wie Rahmen ans zwei Scharen biegungs- und verdre-
hungssteifer Stdbe hestehen, die an den Enoten ebenfalls biegungs- und verdrehungs-
fest verbunden sind. Es isb vorausgesetzt dabei, dass die zwei Scharen aus den in einer
Ebene liegenden, parallelen Geraden bestehen und an den Knoten sich rechtwinkelig
kreuzen. Die Belastung wirkt senkrecht zu der Ehene der Stibe, so dass zwischen Rost
und Rahmen derselbe Unterschied wie zwischen Platte und Scheibe besteht.

Der erste Teil der Abhandlung gliedert sich in zwei Abschnitte. Im I. Abschnitt
werden die Eigenschaften der Roststdbe untersucht und die allgemeinen Elastizitdtsglei-
chungen fiir Roste in der Form von simultanen partiellen Differenzengleichungen aud-
gestellt. Der II. Abschnift ist der Anwendung der Grundgleichungen avf die Roste ge-
widmet, die aus gleichen, quadratischen Feldern bestehen und deren Stabquerschnitte
tberall konstant sind.

Die zweite und nachfolgenden Teile dieser Abhandlung sind in Vorbereitung.
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I. ABSCHNITT.
DIE GRUNDLAGEN DER BERECHNUNG DER ROSTE.

1. Einleitung.

Unter einem Roste ist ein Tragwerk zu verstehen, welches wie ein Rah-
men aus zwel Scharen biegungs- und verdrehungssteifer Stibe besteht, die an
den Kreuzungsstellen oder Knoten ebenfalls biegungs- und verdrehungsfest
verbunden sind.

- Mit Ricksicht auf die in der Technik gebriuliche Anordnung und auf

die praktische Anwendung, beschrinken wir wns im folgenden darauf, dass
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die zwei Scharen aus den in einer Ebene liegenden, parallelen Geraden be-
stehen und an den Knoten sich rechtwinklig kréuzen, Wir werden ein sol-
ches System als Rost bezeichnen, wenn die Belastung senkrecht zu der Ebene
der Stibe wirkt. Wenn die Belastung in der Ebene der Stibe wirkt, ist es
als Rahmen zu bezeichnen, so dass zwischen Rahmen und Rost derselbe
grundlegende Unterschied wie zwischen Scheibe und Platte besteht. In Abb. 1
ist einn Teil eines Rostes in perspektiver Ansicht dargestellt.

Das TFahrbahngerippe der Eiserne-

briicke, die Deckenkonstruktion im Hoch- // // // £
bau, der Aufsatz des Entwisserungs- l !
schacht, sowie alle rostférmige Tragwerke, - A/|

die durch die senkrecht zu ihrer Ebene
gerichteten Krifte belastet sind, sind alle

Obwohl die / / / /

Abb, 1.

als Roste zu Dbetrachten.
Theorie des Rostes solch eine mannig-

fache Anwendung suf technische Aufgabe finden kann, ist die Erforschung
der Roste bis zum heutigen Tage ganz zurickgelassen und steht weit ent-
fernt den fast vollkommenen Ergebnissen der Erforschung des Rahmens
nach.

In diesen Umstinden ist es sehr belshrend zn beﬁeichnen, dags Bleich und
Melan in ihrem gemeinsamen Werk tiber Differenzengleichungen” die ersten
Schritte zu diesem Problem genommen haben. Aber Bleich und Melan haben
vorerst vorausgesetzt, dass keinerlei Torsionsmomente in den Stiiben auftreten,
d.h., dass die Knotenverbindung der Stibe keine Torsionsmomente Ubertrigt
und die Verbiegung der Stdbe ungehindert vor sich gehen kann. Jedoch
ist diese Voraussetzung bei praktischen Ausfihrungen wohl nie vollkommen
erfillt, und deshalb stellt die Loésung von Bleich und Melan eine angeniherte
Lésung dar. |

Diese Tatsache, sowie der Wunsch, die Aufmerksamkeit des Ingenieur-
kreises auf die fir die Bautechnik so wichtige Aufgabe der Roste, die bis
heutigen Tage von jemanden fagt gar nicht beachtet worden ist, zu lenken,

waren das Leitmotiv der vorliegenden- Abhandlung.

1} RBleich-Melan: Die gewshnlichen und partiellen Ditferenzengleichungen der Baustatik,
1927, 8. 282, o : '
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2. Der Roststab,

Denken wir uns aus einem Roste einen Stab AB knapp neben den Kno-
ten A und B durchschniften, so erhalten wir einen frei aufliegenden Triger
AB, der durch den Husseren Belastung P und an den beiden Enden A4 und
B durch die Biegungsmomente 3, und 3, belastet ist. Beziiglich der Vor-
zeichen von Belastung, Verschiebung und Biegungsmoment treffen wir die-

selben Regeln, wie bei einem einfachen Balken tiber zwei Stiitzen.

1) Avflagerkrifte, Querkrifie und Biegungsmomente des Roststabes,

Der so frei anfliegend gedachten Roststab 1 ]
AB ist, wie in Abb. 2 dargestellt ist, durch die AT o !E
| ! H
dusseren Lasten P und die Knotenmomente M, A @ r
und M; belastet. Die Auflagerkrifte 4, B und M . ; ] 1 ;)Mg.
. i
die Querkraft @, und das Biegungsmoment ! AT_I —ﬂ-l— T
M, fir einen Querschnitt 2 des Roststabes l '
sind durch Abb, 2,
A:Au—l (M.~ M),
)
B= Bu+ (-M'—A‘— Mp,
Qm= Qm,o_’-l— (]li[,g "'-BB) ............................ (2)
und
Mm=Mm,u+lz (Moo’ +Mim) oeee e (8)

gegeben, woriﬁ_ Asy By, M und Q. o die Auﬂagerkrifte, das Biegungsmo-
ment bzw. die Querkraft des einfachen Balkens AB infolge der #Husseren
Lasten P bedeuten, d. h.

:—ZPa, =—~ZPCL, ...................... {1a)
.Q_q.‘(,:Au——ZIIP e

und .

llf,,- ()—n,;.l.uﬂ; Z P(a.—ct) ........................ [ .(33-)
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2) Die Bieglinie des Roststabes.

Unt.er dem Eipfluss der dusseren Kriften erleiden die Punkte der Achse
des ROStSt’LbGB Verschiebungen in der Richtung der #usseren Lasten, bel

deren Ermittiung vorausgesetzt wird, dags der { / ;-
Einfluss der Querkrifte anf die Verbiegung A;I"—I—"'. EB
H ] |
des Stabes unberiicksichtigt bleiben darf, und Zﬁw% X
die Verschiebungsordinaien sehr kleine Werte P AR ‘
g @), G
. . e . . . 2 dx/A 8 \gx/8
haben. Die Differentialgleichung der elasti- AL, 3
schen linie lautet dann
d* M, g
= e e e 4)

da® . BJ
wobei z die Ordinate der elastischen Linie des gebogenen Stabes angibt und
I den Elastizititsmodul und J das Trigheitsmoment des Stabes bedeuten,
Bezeichnet man mit z4 und z, die Verschiebungen der Stiitzen 4 und B,

d? Z( ) (24— 25)

v d%

30 belommt man

und

dz
= )= Gamza).

Daraus bekommt man, mit Beachtung von Gl (4), fiir die Neigungswinkel

}ler= —1 (

der Endtangenten des Roststabes

'Ei—(;{i) = Z ;]13 d ‘-‘—-(/A'_zﬂ), ............. ..(5)
b= (dm)”— f M (I—7q )G"L——*(Zl—z.b‘) .....(ba)

3) Verdrehung des Rostsiabes.

Unter der Voraussetzung der bie-
gungs- und verdrehungsfesten IKnoten
wird der Roststab im allgemeinen durch
ein Torsionsmoment beansprucht, durch
dessen Einfigss die Achse des Roststabes
eine Verdrehung erleidet. Bezeichnet

man mit X das Torsionsmoment, so

bekommt man fir den auf die Linge Abb, 4,
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des Stabes bezogene Verdrehungswinkel

ddB:uB;ude“‘;jﬁi’ .- ...........-.......(6)

worin @ den Schubmodul and H den Drillungswiderstand des Querschnitts

des Hoststabes bedeuten.

4) Der Drillungswiderstand des Stai)quavschnitts.

Ueher den Drillungswiderstand I werden wir uns hier im wesentlichen
an die Arbeit von August und Ludwig Féppl halten”.

Die Grosse H ist eine rein geometrische Grosse, die ein Mass fur die
Wlderstandefahmkelt gegen Verdrehunﬁ bildet und dic nur von der Gestalt
und von den Abmessungen des Querschnitts abhingiz und der Dimension
nach wie ein Flichentrigheitsmoment eine Linge zur vierten Potenz ist.

a) Die Niherungsformel von de Saint-Venant.

Die in der Technik hiufig benutzte Niherungsformel von de Saint-
Venant fir den Drillungswiderstand eines beliebigen Querschnitts lautet

g=_T
. 4009,
worin unter F der Flicheninhalt und unter ®, das polure Trigheitsmoment
der Querschnittsfliche zu verstehen ist. Diese Formel stimmt mif den strengen
Losungen fir die Fille des kreisférmigen und des rechteckigen Querschnitts
hinreichend und mit den Versuchsergebnissen fir die meisten Walzeisenquer-
schnitte, wenigstens ungefdhr tberein. Sie liefert aber ganz falsche Ergeb-
nisse bei einem kreuzférmigen Querschnitt, bei einmem Hohlquerschnitt und
in anderen vielen Fillen; man muss also bei ihrer Anwendung sehr vor-
sichtig sein. '

b) Der kreisférmige Querschnitt.

Im Falle des kreisférmigen Querschnitts mit dem Halbmesser o

H=T%

¢) Der elliptische Querschnitt.
Im Falle des elliptischen Querschnitts mit denHalbachsen ¢ und b

1) Aug. Foppl: Vorlesungen iitber Technische Mechanik, V. Bd, 1922
A. und L. Féppl: Drang und Zwang, II. Bd., 1928
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_wd'l
a’+ b
d) - Der regelmiissigdreieckige Querschnitt.

" Im"Falle des regelmiissigdreieckigen Querschnitts mit der Seite ¢ und mit
der Hahe I

ﬂ;h '\/ v 3a® ol
30 50

"e) Der rechteckige Querschnitt.

Tm Falle des rechteckigen Querschnitts mit den Seiten ¢ und b

g=Lg 8 (t h"-zi-l-—at h 3”5 t h'”b ...... )
3 '
oder
1 845" L 3w | bma
H_—'b——t1—4 —tcl— —ah
‘ (tan gy +gte % T ET )

Diese beiden Formeln miissen stets zu demselben Werte fihren. Bel der
Ausrechnung wird man im einzelnen Falle jene benutzen, bei der die Reihe
am schnellsten konvergiert.
Beim quadratischen Querschnitt, also fir e=>, stimmen beide Formeln
miteinander {iberein und man findet :
. - w1 5r ‘
HZ. [%——%—(t h~+—§—;t h%+§tgh?+ ...... )]
=0,1426 ¢*.
Beim schmalen Rechteck mit der grossen Seite ¢ und der kleinen Seite
b erhidlt man, da sich die hyperboliéche Tangente einer ‘grdssen Zahl nicht

mehr merklich von der Einheit unterscheidet,

H Loy 84 (1+ +—1—+)
3 a?

55

=3 (¢,—0,63D).
Wenn b gegen ¢ sehr klein-ist, kommt man auf die Naherungsformel
H )_—‘%CC-IJB;

dié die Grundlage fiir die Berechnung des Drillungswiderstandes der Walz-
eisentriger bildet.

f) Die Walzeisenprofile.
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Bei den offenen Querschuitten, die aus Rechtecken zusammengesetzt sind, wie
zB. L,[T, L, T, I,+-Profile, ist der Drillungswiderstand des ganzen Quer-
schnitts nahezu gleich der Summe der Drillungswiderstinde der einzelnen
Rechtecke, in die sich der Querschnitt zerlegen ldsst, so dass man eine

Niaherungsformel
H:%Zaba

erhiilt. Dabei ist unter b die Schmalseite und unter ¢ die Langseite eines
einzelnen Rechtecks zu verstehen und die Sumine ist tiber alle Rechtecke zu
erstrecken. Dass der sich aus der obigen Formel ergebende Drillungswider-
stand von dem tatsichlichen Werte abweichen kann, wird niemand bezwei-
feln.

A. Foppl setzte daher

H = é’b Z(Lbs,

worin g ein aus den Versuchen zu entnehmender Berichtigungsfaktor ist,
Er fand die folgenden Werte fiir u:

Winkeleisen, . .....vvveenivnneneen... 0,86~-1,08 Mittelwert 1,03
C-EiSeIt. e nveevannnr vverr v anren...0,98~1,25 L4 1,12
T-EiSen . .voivvivernrraceennievennse. 0,82~1,25 4 1,15
b/ T 1Y 3 PR 1,18 11.1,20 {nor zwei Btiick)
T-EiSen v vuvncveenrinnnnenneesnsssss.1,16~1,44 2 1,31
Breitflanschbriiger . vvervenrvnienennns 1,21~1,47 L4 1,28

3. Aufstellung der Grundgleichungen.

Der Rost ist irgendwie unterstiitzt, doch wollen wir voraussetzen, dass
die Knoten keine Verschiebungen in der Ebene des Rostes, sondern lediglich
Verschicbungen senkrecht zu der Ebene des Rostes erfahren kénnen, wenn
der Rost unter den dusseren Lasten eine Deformation erleidet. Dies setzt
welter voraus, dags diese senkrecht zu der Ebene des Rostes entstehenden
Verschiebungen klein im Vergleich zur Abmessungen des Rostes sind und
dosg wir den Einfluss der axialen Krifte, die in der einzelnen Stiben auf-
treten mégen, auf die I'érminderung des Systems vernachlissigen, was wegen
der Geringfagigkeit derselben gegeniiber dem wvon .der Biegung der Stibe
herrithrenden Anteil stets als zulissig betrachtet werden kann. Ebenso wird

der Binfluss der Querkviifte auf die Verbiegung des Stabes unberticksichtigt.



g Theorie der Roste und ihre Anwendungen. Erster Teil. 345

Wie ez in Abb, 5 dar- Jy(sj) E— e 1'.
gestellt ist, beziehen wir uns T84 %54 Lha/asl
auf ein rechtwinkliges - Ko- .
ordinatensystem, dessen - . _ . TrsHnser . hf" s
und y-Achsein den Richtung- 15 Irs s Ireys__retsl 3
en beider Stabscharen und Hrs Hres
die z-Adhse in der Richtung Tos | Kirs hs
der positiven Verschisbung- %
en lielgen. ‘ | 15-1, B5-1, #5351 I
Fiir die Folge bezeichnen !
allgemein : r K (ry

rs das Kennzeichen : Abb. 5. .
eines Knotenpunkies, :
2, und y; die Koordinaten des Knotenpunktes (r,s),
zys die Verschiebung des Knotenpunktes {r,9),
. und h, die Feldlinge parallel zur 2- bzw. y-Achse,
I,sund J,, die um die in der zy-Ebene gelegene Achse bezogenen Tra,ohelts-
momente der Stibe (r—1, §)—(r, &) bzw. (o, s—1)—(r, &),
H,; und K, die Drillungswiderstinde der Stabe(r—1, s}—(rs)baw. (r, s—1)—(r, 8).

1) Die Biegungssteifig- oy
keit des Knotens. et s+

Durchschneiden wir die
Roststibe knapp neben jedem
Knoten, so entsiehen frei ;o A

aufliegende Tréiger, die durch & f‘

LS . rihhs

Fad
(%]

die &dusseren Lasten, die
Torsionsmomente und die

________\ﬁ -

Zrs-

Wir betrachten nun diese

i
!
|
|
|
|
Endmomente belastet sind. L5l S N S — £ I
T
|
|
1

Biegungsmomente und, wie .
aus der Abb. 6 ersichtlich ; —. -
ist, bezeichnen mit 5 o Ms MA
Ml und M7, die Biegungs- _ Abb, 6,
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momente, die im Knoten (r,s) auf die Stdbe (r—1, §)—{» 8} bzw. (r,s)—

(r+1, s) wirken, ‘ ' .

LY und L), die Biegungsmomente, die im Knoten (r, s) auf die Stibe

(#, s—1)—{(r, 8} bzw. (1, 8)—(r, s+ 1) wirken. :
Bezeichnet man ferner mit 47 und .

i die Neigungswiukel der Endtan—:
genten der frel aufliegend gedachten
Roststibe (r—1, 8)—(7, s} bzw. (r, §)—
{r+1, s amm XKnoten (#, 5), wie in '
Abb, 7 dargestellt ist, so erhilt man
aus Gl (5) und (52) "

1:;.5':"" LleJ -[o‘ -M;sld'l:'f'—(ms 2y s)
! -l 1?-{-1
g = -+ m j My, s\lz+1~“~’b)dt+ " (2. s T B o)y

wobei M, und M., die Bilegungsmomente an -Stelle 2 der betreffenden
Roststibe bedeuten. Da gemiss Gl (3) )

]I[s—llf,wa+ []l_[ r-1, 8 (l,-—%)-l—]if,s'.r]

Jl.’[,--u,x = -ZH-:--H,.@, ot I {-I'i[:, 5 (lr-pl— ﬂl) = ]”I;‘wl, .x'-?-'_]y

ral
wobel M., und M,.: ., die Blegungsmomente an Stelle z der einfachen
Balken (r—1,5)—(r,s) bzw. (#,8)—(r+1,s) bedeuten, so ergeben sich

”,omdfu AT

fif.s-:—l— (Zps—Zpu1s) — (M. +2ML)

7 " 6131,3
?urs::'L‘ (Zr+1's_”zrs) +— by (2]’[ + .H/Irq..] 5)
[ ' 6B, '
1 1r41
ﬂ-{r-n,s,o(lr-u—'ﬁi)dm B (7&)

LT
Wegen der biegungssteifen Knotenverbindung miissen aber diese beiden
Endtangenten auf dieselbe Richtung 4% zusammenfallen, also besteht zwischen
den Neigungswinkeln die V_erknﬁpfuug C
Te=tr =11,

s0 dass man aus Gl.‘('?) und {7a)



11 Theorie der Roste und ihre Anwendungen. Ewster Teil. 345

L o L
(M s M) = (P + MLy
EL, ( 1, )+ Bl ( 15)
= _6[..%?:,-?72@.__ﬁzf'-*_—ﬁr-,n,s,}
. ’ lr+1 lr '
s T s
— [EI,SZ, ﬂfnoﬁd’b‘{-mfi ?'+i,s,o{lr+t'—x)dm:|“"( )
erhilt.
In gleicher Weise erhilt man fir ; . e y'
die Neigungswinkel 4 und 2 der %?ff ;
TSt
Endtangenten der frei aufliegend ge- m"): i Trs oy Tj,,wl *
dachten Rostsibe (v, s—1)—(r, 5) und kY + 5 }*—).‘ }7-*1 3
(#, 8) —{r, s +1) an Knoten (v, 5), Abb. p '_ T . o
8 | Abb, " 8.
- 1 I 1 Tes . 7
Ups = (zi's—zr -1) — i L; 5 2L,s — L,ng a d ... (9
hs . .’s 1) . GE‘J;': ( 1+ . E;L-shs 0 oY y ( )
10 1 B S+1 .
Vrs= 2 501 — % 215 rs L,- 54
hs+1( L s41 3)+6EJ', s+1( + 1)
L (L q (90)
+m A r,s+1,o( Ls+1—-’y) Yy ovvon v IR a

wobel Ly, o und L, s, die Biegungsmomente an Stelle y der einféchen‘ Balken
(r, s—1)—(r, s) bzw. {r, ) — (7, s+1) bedeuten. Aus der Bedingung der Bie-
gungssteifigkeit. am Knoten

lemifi=10s
folgt
hx (L: stk 2L} L Foss (2L s+ L 51 |
EJI’S -EJ; 5 &1 - '
—_ [ Brose1— &rs _  Bm—n s :|
Tissr - . s ‘
T T S Y3 ¥ g g e lea—ghdy GO
Mit den Abkiirzungen
_ lr o hs )
s LI, 3 )-n-s—_EJ'? - 3

AIzJ'S=Z}‘+1,3'_zJ‘S, Ay'z?'s:zr,lr-i-l — Zpa
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g = § Ly o AT g = — . 1 -
75 A rs, ' 78 oo rs,0 YA Y, L (1)
[ 7 '

. 1 rel " 1 1541

Sps=-=— ﬂf""'lys.ﬂ (li'ﬂ - 'L‘) dﬁ;) 1 [ R Lr', s+1,0 Ubsﬂ - ?j) dy,
1V 0 lgr1vp
U-m =££s‘ S::s + %S‘S;:s: :-s = Ao T'?fs + M Tf-ss
r P+l h.-; 7?.3.;.1

worin &%, &%, 1%, 77 die Auflagerreaktionen im Knoten (r, s) der vier in

diesem Knoten zusammentreffenden, frei aunfliegend gedachten Tréger, die

durch die infolge der dusseren Krifte entstehenden Momentenflichen belastet

gind, bedeuten, erhilt man aus den GL (8) und (10) die beiden Gleichungen
pos (M s+ 2 )+ prar, QM4+ Miuns)

+ 6( L sz.,.s_llamz,._;s Um0, oo (19)
1 »
Arel{ L8 s F 217 + r 501 2 L35+ LY 503)
’+‘6( 1 Aers"“l Aer‘s_])""GVm:O ...............‘(13)
(2%} hs

2) Das Gleichgewicht des Knotens senkrecht zur Ebene des Rostes.

Nun denken wir uns an das Gleichgewicht der Kriifte am Knoten (r, 8
in der Richtung der dusseren Krafi. Die Knotenmomente M des zur z-Achse
parallelen Stabes geben gemdiss der Gl (1) den Betrag ‘

L (Miy M —% (M — M7 ),

Tl ¥

die Xnotenmomente L des zur gy-Achse parallelen Stabes geben ebenso den

Betrag
1

bet1

(T or— L —% (L% — T2 o),

und die dussere Belastung gibt den Betrag P

Wenn irgendeine Auflagerreaktion R, am Knoten (r, &) vorhanden ist,
go entsteht wegen des (leichgewichtes die folgende Gleichung

[ L7 Tt i __Jeo w_ Fo
1[1,-4.1, H '—-Z’Irs _ -zu-a's l]-’[r-‘i,_s_l_ Ay gl Lrs _ Lm Lr,s-l =Rrs""P:l's- (14:)
I L. ] I/ tsal ’ It '

Wenn es kein Auflager in diesern Knoten gibt, so verschwindet Ry, und man
erhiilt an Stelle der Gl. (14) die folgende Gleichung

M, s— M7 My— Mo, +L35',s+1—L?-.v_ L?’.eiLﬁ,sq = —P, ..(142)

{rat : Iy Bssn fg
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3) Das Gleichgewicht der Momente an dem Knoten,

Zum nichsten Schritte untersuchen wir das
Gleichgewicht des Knotens (r, ) gegen Verdre-
hung. Wir bezeichnen mit X,. das Torsions-
moment des zur a-Achse parallelen Stabes zwi-

schen den Knoten (r—1,s) und (» &),

¥
g5t

X“
(rs}

rs “jyrj

Yes A
(r,5-1) X

¥, das Torsionsmoment des zur y-Achse
parallelen Stabes zwischen den Knoten (7, 5—1)
und (», s);
9a zu verstehen.

Wie in Abb. 9b und 9e¢ dargestellt ist, erzeugen
am Knoten (r, § die Torsionsmomente X ein
Moment X1, — X
und die ¥ ein Moment ¥, p41—

in der Richtung von L&
Y. in der Richtung
von Mj, so dass man aus der (leichgewichts.

15
Ar
LF

Abb. 9b.

Abb., 9a.

die positive Richtung dieser Torsionsmomente ist aus der Abb,

Yrs+t

rs
—+— Xrei,s Mrs—+— Mis
TS

Abb. 9¢,

bedingung, dass die Summe der an einem Knoten ancrrelfenden Momente

verschwindet, die folgenden Gleichungen .
Y, sas = Vo= Mm%,
X-n, s X-s = }"e — L;{s
erhilt.

& Die Drehwinkel und die- Torsionsmomente,

Gemiss GL (6) bestehen zwischen den Drehwinkeln und den Torsions-

momente die folgenden Verkniipfungen

——— Ly
L
tz (15) %S z
Abb, 10
'3;-::1 §=1"" 'Lox—-‘\!'ﬂ L T L R R R
'1‘.2'.'__1,5 —_ '2,,.3: ¢.,.SX’\._¢, ......................
. l,- C ol
Worin Pra= GH., o= GEK,

- Aus oblcren Gleichungen erhilt man unter Benutzung von Gl

T Zf'sf x I 1
Zys 4 = L (135-1) 2t . |
rs \K__[ Zrs J_h_li__l_ii s

s Ll
(r-1,3)
— .y
(7;5) rs
............ an
............ (18)
(19"

(’7) ;bzﬁr.
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(9) die folgenden zwei Gleichungen
1 Hoyg i P
"]!"1'3 Yis= _Z_ (zrs'"‘zr—l, s Zp, 51 By, s—l) + ’6_‘ (21]-[“ + -ﬂ'IJ'—‘l, s)
8= r 1 o
—_ —#"6—1 (2.?'.[5-, 3=1 + -zlfr-i,s-l) + l_‘(,uuS ﬁ'x - .pu‘r,s—llsf',s-—l)
; L ) Lo (20}
= _‘?Ambu {2,-_1, s—-z) + ‘a Ay [{J'J',s-l (2]]1-.5',.:—1 + ﬁf;:—l,s—l)] ’ . :
1, o
'|' TAy [#r, $=112r, .s'-—l])
Xoyr— 1 ( . - Ars QT ra
(ﬁrs pit= 'E Zps— Bre1, s = Ev a-11 Ri-1, s—]) + *a‘ (—'Lrs + Lr,s-—l)
—"’—gi(mf_:,wm_:,s_o + ]ia,.;:*:.;—x,'_l,sz',ﬂil,s) | .
) , s ... 2D
= — A (e, % A Dhonys QLY o4 Loor 1-)]
1 T
+ _A:r[?\r—],s J-rr—],s]-
. hs
Benutzt man Gl (7a) und (9a) anstatt (7) und (9), so bekommt man
P '.-"s: - ll Ay (zrs-1)— %Ay [, 51 (BM 3 soa 4 B Sy 5 20} ]
#1 }
1 A s :
-—_ 'lr: ] [!lvr+l, g=1 My, 3—1], .................................. (20&)
Y 1 1 0 %
(f’rs <A py= — h 1A5Au(21'—1,s) - EA:(:D\:-—],::-H (2.151--1, ] '1"-L'r-—1,s-!-1)jll
1 rho
- 3 Am[?\-:!-—]' s41 .l r-]‘s] ................................... (21&)
s 1 ' . ’

8) Die Anzahl der Unbekannten und Gleichungen,

14

Wir haben nun fir einen Knotenpunkt (r, 5) neun Gleichungen (12) bis

{16) und (20) bis (21a). Jedoch leitet sich die Gl. (20a) aus GL (12) und

{20)
her und ebenso ist die Gl. (21a) nicht unabhingig von den Gl. (13) und (21), so

dags wir fir einen Konten punkt sieben unabhingigen (leichungen haben.

Anderseits gibt es fir einen Knoten im allgemeinen acht Unbekannten,
M, My LY Lby X, Yisy Zres Lrs. Aber bei starrem Auflager ist die Ver-

schiebung z, Null und bei freiem Knoten verschwindet die Auflagerreaktion

Ris, 50 ‘dags die Anzahl der Unbekannten im allgemeinen sieben ist und im

i
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Einklang mit der der Gleichungen steht.

Wenn ein Knoten {r, s) elastisch senkbar unterstiitzt ist, so kann man
immer annehmen, dass B, eine Funktion von z,. sei, und so ist die Anzahl
der unabhingigen Unbekannten sieben.

Es stehen also in der Tat im allgemeinen zur Ermittlung der Unbe-
kannten der Aufgabe ebensoviels Bestimmungsgleichungen zur Verfligung.
Mit Hilfe dieser Gleichungen koénnen die Unbekannten eindeutig bestimmt
werden, sofern die Nennerdeterminante des Gleichungssystems einen von Null
verschiedenen Wert hat, was hier vorausgesetzt wird. Die unbekannten
Gréssen ergeben sich als linearen Funktionen der Lasten, so dass es alto das
Gesetz der Superposition gilt.

Der Uebersicht halber werden hier die Grundgleichungen Zusamnenge-
stellt,

F‘rs(ﬂf[r—-l, e o QMrls) + MJ'-{-I,.‘:(Q.IVIZ:S + -Mrf-i« 1, s)

+6(L sz"s_lAwZ;-—:‘s) +6 U;.s=0, ................. (12)
b1 n
Ay (L;{’ s—1t 21;“{3) + ?L", -1 (QL?'S -+ Lif,s+1)
+ e( LA Ay o) +6V=0, o (19)
Dsa1 hs
Az['zl(]‘_’{}-s—.nfﬁ_:,s):l + Ay[%( m———L?-,s—l)J :R,.SF—PN, e (14)
- e
K-,H-l'— Y-!-.t;= -Z!-/[Es — Iliﬁs, ............................. dee (15)
Xr+1,s"‘.X;-s=L:’fs—'Lf-3, ........................................ (16)

Yos Yigr=— 'g‘"AaAw (zr—l, s-1) + -é— Ay [,tbr,s~1 (QJVH',s_1 + ﬂﬂ:—l,s—1):|

¥

| +%Aﬁ[}br,s_1 8 o, o i, (20)
, 1 1 " o e
"P‘rs Y=~ AL (?«'r,s—l) —EA@- [,Uv-+l,s—1 (_—Z]Ir-u,s-l + u-n-[r,s—l)}
r+l . ‘
_LAV [,Llu-+1,s-1 S:-‘,s_ﬂ, ...... R . (208)

-l

(brsA’:'s.: - %A 't:-a y(z =1, 8‘—1‘) + %Aw[) r=1, s(?-L::—l, 5 + L:—],S—J)]

+%Aw[7\,~_1 R K SRR @1)
s .
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$nre= = L Ay —% Al vorsar(Lon, s -+ 2183, )]

b1
1

bsa1

Am[7\1--l,s+l TT;?-I‘Q]. L R R I T I R R A S (21&)

4. Die Randbedingungen.

Wihrend das vorstehende Grundgleichungssystem fir die Innenknoten
eines irgendwie begrenzten Rostes gilt, gilt es im allgemeinen fiir die Rand-
knoten nicht mehr, wie man sich leicht aus der Herstellungsweise dieser
Gleichungen tiberzeugen kann. So erkennt man, dass man fir die Rand-

knoten bezondere Randbedingungen anschreiben muss,

1) Der freie Rand,

Ly 14
]
R -

r ‘jfn f H=n
| !
f
(-X=0 x:m-..= - X= 0 =111
] i .

|
} i
i |
. I
1 =0 | Y=a
Lt 4 & i -z

Abb, 11. Abb, 12,

a) Fall T. Dieser Fall ist der, dass die Stibe am Rande frei sind, wie
es in Abb. 11 fir den Rand =0, x=m, y=0 und y=n dargestellt ist. An
diesen Randern kénnen die Randknoten chne Einsehrinkungen die Verschie-
bungen und Verdrehungen erfahren. Die Randbedingung fiir solchéen Rand-
knoten (1, §) Ist:

Bu=Ml=M=L=L%=X, =Xwi,= Y= Frs=0,
Also bleibt die lotrechte Verschiebung .z,.g als cinzige Unbekannte tibrig.

Die Grundgleichungen gelten hier nicht, mit der Ausnahme von der Gl

(14), die aber, wic man leicht bestatigt findet,

fir m=0 Mie=—~Pulat, oo .. ... (22a)
£0r wemm Miogom —Prabyy oo {22D)
tar y=o0 Lis=—Puhesa .o..... e (220)
und fir y=n L) ,1=— Pyl (22(‘1)

ergibt.
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b) Fall II. Dieser Fall ist der, dass drei Roststibe am Randknoten T-
tormig zusammentreffen und der Knoten frei ist, wie es in Abb. 12 dar.
gostellt ist..

Die Randbedingung fir solchen Randkuoten (z, &) ist:

fiir =0 R=M)=X,=0,
fiar a=m Bu=Me=Xu1.=0,
fir y=0 LRus=L=Y,=0
und ' i y=n Re=Li=Y1=0.
Wie ez sich aus der Herstellungsweise ergibt, gelten die Grundgleichungen
auch fiar diesen Randknoten, ausgenommen ' '
C fir =0  GL (12), (20), (1), (21a),
fir p=m Gl (12), (20a),
_ fir y=0 Gl (13), (20), (208), (21},
und fir y==n GL (18), (21a),
g0 dass man sich leicht tberzeugt, dass die Anzahl der an. diesem Rand-
knoten aufstellbaren Gleichungen mit der der dem Randknoten zugehdrigen

Unbekannten thersinstimmet.

2) Der frei anfliegende Rand.

ty b

@ 7 - @—— Q=1 ¢ r—g—€

(L =1 I Y=n

!——x:a ;g;:mj) - x=0 Pt

(;.) _\,1;) G- P

5 N ¢
|

H=0
% b d & o=
QO bedeutet Auflzgen _
Abb. 13. Abb, 12,

a) TFall 1. Wie es in Abb, 13 dargestellt ist, sind die Stihe an ihren
Randknoten einfach aufgelegt. Die Randbedingung fir solchen Randknoten
{rye) gt ‘

gre=Mi =M =L =10 — X.S:Xr“,s =Yu=Y1=0.

Die Grundgleichungen gelten hier nicht, mit der Ausnahme von der GL
(14), die aber ' ’ ' o
fir 2=0 Mg, o= (B~ loary, ... P {23a)
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fiir e=m My o= (R Po) Lyye v v o (23D)
fﬁl‘ ’y= 0 L:", (% = (Rrs n— Pg-s) hs.-i-l .............. (23C)
and tir y=n Lisa=@Es—Pdhs oo i, (28d)

ergibt. . Diese Gleichungen bestimmen die demn Randknoten (r, s) zugehérige,
einzige Unbekannte R,. Die anderen simtlichen Unbekannten, die den
Innenknoten gehéren, kann man durch die Aufstellung des Grundgleichungs-
systems fir jeden Innenknoten bestimmen.

b) Fall II. Am Randlctaofen treffen drei Roststibe T-formig zusammen
und der Randknoten sei durch starren Auflager unterstitfzt. Die Randhe-
éingung fitr solchen Randknoten (r, 5) ist:

' fir w=0 zp=Ml=X=0,
fir =m zp=Mi=Xu,=0,
fir y=0 2.,=L4=Y,.=0
und far y=n zZp=Lip=Y,1=0.
Ueber die Giiltigkeit der Grundgleichungen an diesen Randknoten gelten
dieselben Erwihnungen, wie wir sie bei dem Fall II des freien Randes getan

haben.

8) Der fest eingespannte Rand.

Wir wollen schliesslich den Fall unter- ;}f':f ) L P
suchen, dass die Stibe am Rande fest einge- y Yen
spannt sind, wie dies z.B. in Abb, 13 firr den
Rand z=0, x=m, y=0 und y=n dargestellt 7 =0 ]
ist. 7

Zunichst ist far diesen Rindern z.,=0.
Ausserdemn muss der Randknoten keine Ver- _-;(=o _x
drehung erfahren. Im folgenden wird es noch 7 Abb, 15./ ’

ausfiithrlicher erwihnt werden.
a) Fir z=0. Es ist hier
Zrs =1:::s x‘ﬁ’:s = 0,
und die zu diesem Rande gehdrigen, unbekannten Grossen sind R, und
M7, Wenn man, gemiss der zweiten Randbedingung 47,=0, den Ausdruck
fir 47, von (7a) gleich Null setzt und z,=0 beriicksichtigt, bekommt man

die erste Gleichung fir die zwei Unbekannten
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#i'+1,5(2ﬂ1::.v+ ﬂff--q-l,s) + i Zrae1, s+ 6ms:;= 0, e (24)

3l l-r+1
dic der Grundgleichung (12) entspricht. Aus dem Gleichgewichte der Krifte
an diesem Rande erhidlt man die zweite Gleichung

|4 Fxa ’
r+1 . .
die der Grundgleichung (14) entspricht. '
Die letzte Randbedingung %,=0 bedingt fiir den Randknoten (#, s) keine

Gleichung, sondern sie ergibt aus Gl. (18) fiir den nichst Hegenden Knoten

(r+1,9)

- 7:;{-1-1,.5' = ({1-’1-4-1,3-;\':--1-!, £
Setzt man die sich aus GI. (9) bzw. (92) ergebenden Ausdriicke fiir il ; in

die obige Gleichung ein, so bekomm?$ man

brss K== 2 By ) + Rt 0 Lt L)+ R ey (26)
by

by

’ . 1 Mgt 241 ‘ A 1, 841
‘;br—rl,s X7'+], §= Ay (31-+1, s) - 'U_*G’Ji"(L?E—H, s+ 2L?-+1,s) - H’LA ] T::?-1-‘1, LI (265-)
541 §41

welche man fiir den Knoten (r41, s) an der Stelle der Grundgleichungen
(21) bzw. (21a) aufzustellen braucht. Es sei noch erwihnt ﬁverden, dass man
diese zwei Gleichungen aus GL (21) bzw. (2la) durch Ersetzen von Zeiger
r durch r+1 und mit Berticksichtigung von #, s=2:=2, 51 =Aps== Ay, 41220
herleiten kann.
b) Fir x=m. Es ist hier
Zrs=tre=11=0.
Zu diesem Randknoten gehéren drei Unbekannten R, M, und X,

Man erhilt durch Einsetzen von z.=4%=0 in GL (7)

'F‘st(-n-{;:—],s+2-B/I-?'s)+%zr—1,s+6 F;r-? Sﬁszo P e e (243-') .
F P

und aus dem Gleichgewichte der Krifte an diesem Randknofen

(25a)

M —MY .. o
e B— P,
Gemiiss der letzten Randbedingung 4% =0 ergibt sich aus gl (18) .
’i;f-:l,.s-:(ﬁi's Ay
Setzt man die Ausdricke fir 42_;, aus Gl (9) bzw. (9a) in die obige - Glei-

chung ein, so bekommt man
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bos X =%Au (2r1,009) —"—;ﬁ(z ot L2 o) —“—?— . .. (27)

s bs
o Xrw oLy (e, )+ DI (T 2Ly ) 2L o (272)
Fras1 6 hm
Die Gl (@7) und (27a) sind einander nicht unabhingig und die Gleichungen
(24a), (25a), (27) bzw. (27a) sind an dem Randknoten (r, 5) an der Stelle
der Grundgleichungen (12), (14), (21) bzw. (9Ia) fiir die drei Unbekannten
aufzustellen.
¢) Far y=0. Es ist hier
Zre="Tre =15 =0.
Zu diesem Randknoten gehéren zwei Unbekannten R, und Lf.
Wie bei =0, erhélt man fir den Randknoten {(r,s)

As g+1(2L’fs+ L) +-— z,-,s+1+6 Avyon =0 ... .......... (24b)
Tesar s a1 ' ’
und
Lion—Lu _ o po ... ..(5b)
hx-&-l ’

die den Gleichungen (13) und (14) entsprechen. Aus der letzten Randbe-
dingung erhilt man fir den néichst liegenden Knoten (r, s41}

"‘;["r, 341 Yr, $+1°= —;—Am(%--l, s+1) + % (EI;:—I, s+t 2-Zlfvz-,s+1) +‘&l'q—+1" ;' S+1e (0-8)

r

"‘I"r, 241 Y1‘,6‘+1 =

s+1) - Bm—éﬁ-}_ (Ji-'ﬁ'-i-l, sl 217!-'[1,:,3+1) _ MLS’;, &1y

rbl " lral
di¢ man an der Stelle der GL (20) bzw. (20a) aufzustellen braucht
d) Far y=n. Es ist hier
zrs=’|':¥;-=’ifs=0.

Zu diezem Randknoien gehtren drei Unbekannten R, Ly und Y.

Wie bel x=m, erhilt man aus den obigen Randbedingungen

Mro(T2 s 2L 4 2 et 67;"" PO e (240)
s

15

L_]:JLZR_P T (25¢)
b .

"pis § :TA (za 15:—1)'_#”l s (O—M_ 3= I+J1I;:—],s—1)— MTZ £ ;‘s I (29)

7 r
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und

Voo Vo o Belar) 4 L2000 (U 200510 4 By, (290)
41

#] 4l
die man an der Stelle der Grundgleichungen (13), (14), (20) bzw. (20a) fiir den

Randknoten (r, s) aufzustellen braucht.

Damit ist die Aufgabe, die wir uns gestellt hatten, im wesentlichen ge-
lést, da wir die sdmtlichen Unbekannten mit Hilfe der Elastizitiitsgleichungen
und Randbedingungen eindeutig bestimmen kdnnen. Die Auflésung dieser
Gleichungen, die wir als simultane partielle Differenzengleichungen auffassen
kénnen, ist jedoch nicht einfach und es muss tiberhaupt unmdoglich sein, die
Lésung in geschlossener Form zu geben. Im folgenden werden cinige wich-
tfge Fialle anfgegriffen und untersucht werden, die in der Technik  nicht als
unbedeutend betrachtet werden sollen und durch die Anwendung der Grund-
gleichungen ohne besonderen Schwierigkeiten auflésbar sind. Dagegen soll
auf die allgemeine Liosung dieses Gleichungssystems verzichiet Werdeh.

Es sei noch hier erwihnt werden, dass wir bei der Aufstellung der
Grundgleichungen die verdrehungsfesten Knotenverbindungen vorausgesetzt
haben, Ist dag:'egen die Verbindung der Stibe in den Knoten so ausgebildet,
dass keinerlei Torsionsmomente in den Stiben auftreten, oder ist der Drillungs-
widerstand des Stabquerschnitts gegen das Trigheitsmoment sehr klein und
zu vernachlissizen, so verschwinden die Torsionsmowmente X und ¥ und ver-
lieren die Gl (20), (20a), (21), (21a) ihre Existenzberechtigung. Wenn X
und ¥ ﬁ_bera]l verschwinden, so ergibt sich aus Gl (15) und (16)

Mi=M; Lyu=L3
Dieser Fall ist, wie wir es vorher erwihnt haben, von Bleich und Melan be-

handelt worden®. .

1) ‘Siehe Fussnote auf 8. 8. )
Die Gl (12), (13) und (14) stipomen in diesern Falle mit den von Bleich-Melan abgelei-
teten Gl. (2a), (2b) und (3¢) tiberein. -
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1I. ABSCHNITT.

DER ROST MIT QUADRATISCHEN FELDERN BEI
KONSTATEM STABQUERSCHNITT.

1. Die Bezeichnungen und die Grundgleichungean.

Wir Dbetrachien nun einen Rost mit yis)

gleichen, quadratischen Feldern, der Quer- [7ss4q rs+1 r+1,541
schnitt dessen Stabes tiberall konstant ist. 1; -
Es ist .111111 ris l s re4,S
Zr x]fs - l, T
Irs:Jr::I ! -
und Ho=EK.=H, 031 ! L3t Leb,s-7 N
. . o [ —pe— [ —
go dass wir x(r)
{ i
T3 :?\7.3 = o — 7S = e = = .
® K=gr Prs=Yre=0p GH Abb, 16,

schreiben kénnen.
In diesemn Ifalle vereinfacht sich das Grundgleichungssystem des vorigen

Abschnittes zu der Gestalt:

MY 2 (ML D) B B2+ 5 tn=0, ...l (1)
7 B
Ltens +2 (Lot L)+ D b B5nst) b2 Vom0, o @
7 In .
Al M — My )+ DLl I8 ey (Brom Poodl oo, @)
A'y I/TH = -Zl-'ﬁe - ﬂf::s, ............................................ (4)
Aa,xv = L::"s —_ L?‘s; .............................. e e i e e e m e e {5)

o %A,MA,, (oo sot) + %Au(g My M)+ % ASL 1, .. (6)
P .
> 1 1 - rr 1 ¥
OCI = [_AH?A],' (zr, 5—1) - EAH(-}]} reel) g1 + 2-21-'[;', s-:l) - TA;,'JSJ', =1y - (Gﬂ)
g

X o= — - AA (ot ped) F ALY D o VAT e o (T)
Iy 6 ‘ l

aX= — LBt )= ALY 4 2L )= L AT (T8)
i 6 l

worin o durch
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p OH m H

gegeben ist, wenn m die Poissonsche Zahl des Roststabes bedeutet.

Die Konstanten, die von der #dusscren Belastung herrihven, sind wie
(I, 113 durch

3 .
Sl,eszﬁ:[;‘fﬂjl;.S»o mdﬂ:, 2 ?’us =ifLr"‘1° yd'l H
t /s {
| 1 13 1 i
i =7 Dﬂfrn,g,o(.ﬂ«—x}dr, ”;{s:TﬂL,.,m,u (I—ady,l . .......(0)
. [
m:% (LS, Vs =‘$(T:fs+ i

gegeben.

Das obige Gleichungssystem (1) biz (7a) gilt im allgemeinen fiir die In-
nenknoten des Rostes. Dabei ist es zu beachten, dass wir die GL {6a) und
die GL (7a) aug den Gl (1) und (8) bzw. aus den GL (2) und (7) herleiten
kénnen, und dass ‘

ftr den freien Knoten R,:=0,

fiir den unterstutzten Knoten 2,0
“und tir den elastisch senkbar unterstutzten Knoten Bz Fpy 2
sein muss, wenn k., eine von den elastischon Eigenschaften der Unterlage
abhingige Konstante bedeutet.

Far die Randbedingungen gelten die Erwiilhnungen, die wir in dem
Paragraphen 4 des vorigen Abschnittes gemacht haben, wenn wir in die
darin entstehenden Gleichungen die vereinfachenden Bezeichnungen der

Koeffizienten einsetzen.
2. Der an den vier Ecken unterstiitzte, quadratische Rost
mit vier gleichen Feldern.
1) Die Rand-und Symmetriebedingungen und die Unbekannten,

Als einfachstes Beispiel wollen wir vorerst einen Rost mit 2x2 gleichen,
quadratischen Feldern untersuchen, der, wie in der Abb. 17 dargestellt ist,
an den vier Eckknoten unterstiitzt ist. Da dieser Rost 8x3=9 Knoten hat,

1) (I, 11) bedeutet das Gleichungssystem (1) des ersten Abschnittes. Von jetzt an werden
wir von dieser Bezeichnung Gebrauch machen.
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gind im allgemeinen 8 x9=72 unbekannte Grdssen vorhanden. Aber da 27

Unbekannten
s ‘ fir Kunoten (00), (20), (02), (22),
B fir Xnoten (10), (01), (11), (21), (12),
M. und X, fiir =0,
A, for »=2,
LY und ¥, fir s=0,
e fitr §=2

verschwinden sollen, so haben wir 72.-27=45 Unbekannten zu ermitteln.
Ist die Belastung symmetrisch um den Mittelknoten (11), so ergeben sich
die Symmetriebedingungen
LR Fog== Rop= Ry,
Ple=2n=Ea=212
Muy=My=Mlr=M:=Li=Lh=Li=L},
Min=Ma=My= My =Lh=Li=Lh=L
]’fl'u = ﬂ_[.zn = I1lu=‘ L;';.':
J‘I%I = Jﬂ—h = L;’l = -L‘lj}.}
Au=Xn=Yn=17,=0
il A= — Ny=—Xpp=Xp=Yu=—Yu=—TFa= I"zz,

so dass wir in diesem TFalle nur acht unbekannte Grossen Ry, zw, zn, M,

Mi,, M, My und X zu bestimmen brauchen. In diesem Falle kénnen wir

ohne etwaige Verwickelungen die obigen Unbekannten der Reihe nach mit

R, 2, za, Moy, My Mo, My und X bezeichnen.

Ist die Belastung nun um einen Mitteltriger, 2.B. um (10)—(12) sym-

metrisch, so ergeben sich die Symmetriebedingungen
Fy=—Ry B Ri= Ruz, Zmn=2a,
Muw=My  My=2>3% MLa=M
Mi=Mpn, Mh=>3Miu,  Mi=M,

. . T ) ) I STRPPY an
= Lzu, =L, o1 = Lsa, L= ng,

- bt 1~ - -

A= —.apy A= —.An, A= -—_.Agng,

N

—nl —_ Irz], }—ugz —_ Yzz, I’w11= IG2=0,
50 dass wir in diesem Falle mit 25 Unbekannten

Ro.\, Ruz, 2014 Z1n, 11, 212y

M, My, Mg, M, ML, M,
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Fay . (t 3 0 . 0
LUUJ Lﬁtly Ll‘l} ng, i 109 L;fl, Lll, . 1]!2,
er, ’ :1, -X-JE; YUI, 17'02

zi tun haben.

2) Einzellast im Mittelknoten. 1y

Wie es in der Abb, 17 dargestellt ist, (52 (.3 (1,8} © (2,2
wirkt ecine Einzellast P am Mittelknoten. ]
Wegen der bestehenden Symmetrie haben wir ll
mit acht Unbekannten B, zw, 211, Mw, M, My 97 1 1) (21
My und X zu tun.  Da sowohl 8 auch T 1
verschwinden, so erhalten wir mit Beachtung 00) i l L — (202
von den Symmeiriebedingungen. (10) oS {4,0) @_"L'
aus G'rl.l {1 Abb. 17
far (11) : 9 M+ Mon -+ 21, () =0 oo @
fitr (10) ; 2 M-+ Mio— li B0 e e (i)
aus GL (8)
far (11) : Moy — My — % .......................... S (i)
fir (10) : My—My+My—Mu=0 ....... .. .. v G0
far (00): 2Mw— M) =Rl .. =)
aus Gl (5) _
fiir (10) : 2X =My . ... (vi), for 00): X=—My ........ (wii)
aus Gl (7=2) fir (10): '

GodX::% (2w —21) + 2(Mip— Moy) + (Mio— M) .. ... (viii)

Damit haben wir acht miteinander unabhingige Gleichungen aufgestellt.
Eliminiert man zp und za ans den GL (), (i) und (viii), so ergibt sich
200X = My — My + Mw— My, '
die mit Hilfe der Gl (vii) in

(1+20&)l‘ﬂm-—ﬂfm+ .Z':[u)—_nf[uzo e e e be o ee e e (iX)
{ibergeht. Aus den GL (vi) und (vii) erhalt man
QMm -+ l‘lful = 0 .................................... (X)

Lést man vier Gl (i), (v), (x) und (x) nach den vier Unbekannten M auf,

50 bekommt man
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Pl ‘ Pl
Myp=4—, =
" leGrar T 8Bt | )
My= +"“"—‘—“—(7+'20£) Pl, My= ‘|‘(—‘5+2m)Pl-
16 (3+ of) 83+ o)
Aus den Gl (i), (i), (v) und {vii) erhdlt man dann far die anderen Unbe-
kannten : '
P Pl
R=t—- X= i
* 4 16 (B4 o)
3 3
sn= Dt de PU_ Pl (5H o ), 13
96 (3+a) EI 96ET 3+o

. _ ll4de PP__PP ( L )
T 390@4e) EI 9EIN  S+af

a) Sonderfall et=00.
Wenn der Drillungswiderstand H gegen das Trigheitsmoment I sehr klein

ist, wie es bel einern Vollwandtréiger mit groésser Hohe vorkommien wird,

kenn man H|I=0 also e=co annehmen. Setzt man e=o00 in die GL (12)

und {13) ein, so bekommt man

_Z'_'{m:]lﬂ1=.4Y:0, R:'f-a

Me=+EL, m=sfL Ly
i - i
4ET 8ET’

b) Sonderfall e=0.
Wenn, wie z.B. bei einem sehr flachen Stabquerschnitt, T gegen H klein ist,

kann man o=0 annehmen. Fir ¢=0 erhilt man aus Gl (12) und (13)

1 — 1
r=1p, My=—X— L1 \
P 0 +o5Ph
[y ——— 7 ] —_ 1 g — 5 .. |
M=+ 4—8Pl, My= ——24_[‘) l, A= -+ 24Pl, N, (15)
5P 11 PP

= 9eEr’ T %eBI
Der Verlauf der Biegungsmomente fir beide Fille ist in Abb. 18 zur
Darstellung gebracht. Daraus erkennt man, dass die beiden Félle sich nich
wesentlich voneinander unterscheiden, und der Rost moge fir diese Belastung

mit der {blichen Berechnungsmethode, also mit e=00, berechnet werden.
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) {:—‘i

a) =102,
Abb, 18,

3) Gleichmiissig verteilte Last.

Auf alle Stiben des Rostes moge 4 .
eine gleichmissig verteilte Last ¢ pro (15), IL — ‘('cs)%i' — T
Léngeneinheit wirken. Da die aus Gl e z ,*'—IZ—*
. . . ¥ ) T "
(10) bedingte Symmetrie vorhanden ist, T a 2
. . . . 2
haben wir auch in diesemn TFalle mit Frso '§9Ur £204 T80

acht Unbekannten zu fun.

Abb, 19,

Das Biegungsmoment des frei auflisgend gedachten Stabes ist, wie Abb.

19,
Muy,.= '1_ q’b( I— '-U):
H 2 )

so dass sich

14 T 1
M oied zfﬂ£.+ (l~w)dz=gl
.[) oudx M, {(~a2)dz 24gl

ergibt. Damit erhilt man durch Gl (%)
iy =0 8i=0, S::s_—Lzl4 qr,.
fir r=1 S= ;:s:2l4 ql’,
und fiir pe=2 s,%Figzﬂ,- 81, =0,

und deshalb far r=0,2 U;-sZi ql’
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fir =1 U.=-L£ ¢
1
Ferner ergibi die Belastung die Knotenlasten :
Ps=2ql far (11),
Pa=Sql fiw (10), (01), (21), (12}
und Po=ql  fiw (00), (20), (02), (22).

Dann erhalten wir mit Beachtung von den Symmetriehedingungen (10)
aus Gl. (1) I

fir (11): 2][.[11-|-1|I01+— (31(1—211)4.%(]2:0.. N 3]
FJ
fiir (10): 241]L0+ﬂ1-00“-i2m+ *(]52:0-- N 11
lp 2
aus GL (3) .
far (11): Mlmﬂn_—:_%ggu PO 7' 1y
fir (10): 2(Muw— M)+ M- Mu=—2- I ..o ()
fir (00): UMy—M)=R—ql) l o oo ()
aus Gl (5)
far 10):  2X=My....(vi),  fir (00): X=—My............ (vi)
und aus GL (7a) fir (10), da 7'%="7"%= 214 gl
bod = i (2z10— 20+ 200 — M)+ Mo — M ... ... (viil)

Lést man dieze Glelchunrren auf, was keine Schwierigkeiten bietet, be-

kommt man :

RZBQZ’
.ZB ) ’ qz
fy=—X=—9" M=
Moo Bra) T WBrw”
_ (11—{—40&)(11‘ Moe (4 a)gl?
My= ‘——4(0 o) 3 1= +———~2(3 )

..(16)

27+100  qlf gl (94 )
24(8+eo) EI 24EI\ ' 8+a/
_51+16a gl _ gl (17_ ¢ )
T 94(B8+tea) EI 24ET 3o
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a) Sonderfall a=00,
Fiir ¢#=co erhalten wir

My=My=X=0, M¢=+ QIE, M= +%ql‘",

5 g R (164)
R-——‘Oql, zll]:ﬁf__EfI_’ an-é--—T-
b) Sonderfall c==0.
Fir o=0 erhalten wir
1 . 1
R=34l, Muu:-—X=—1—2ql‘, Mu=+ q¥,
2 4 2 2 )
,11,'1’10: +% qz.’ IIIu: +__é_ gl ,‘ b [ (161))
E] 4
Zm=§-' Ql ) 211:*1*2' QI .
8 EI 24 ET
)
o’
92 _ g2
T . 2
: ot
a) =00,
Abb, 20
4) Einzellast im Knoten des Randtriagers, 4y
Wie es in der Abb., 21 dargestellt ist, ©2) C—f (2 ®052)
wirkt eine Einzellast P am Knoten (10) des 7
Randtrigers., Wegen der durch Gl (11) be- l
) (1.7} (29)
dingten Symmetrie haben wir mit 25 Unbe- ’ ’
kannten zu tun. Die Unbekannfen sind : !
led— 14—»-4—4-1 —
R, R 20, 2w, 21, 21 (0,0) (10} b X
Mi(My), Miu(Mo), M), | | ® @

MM, MM, MWW,  Abo, 21,
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Lo(La), L, Ly, L L,
Li(Lw), L, Lb, Li(Lw),
Xi:), Xn; }(12, Y'm, Yu:,
wobel die obere Zeiger einigen Unbekannten weggenommen werden, wenn
daduarch keine Verwickelungen entstehen, wie sie in Klammern gesetzt sind.
a) Aufstellung der Gleichungen.
Bei der Anwendung der Grundgleichungen (1} bis (7a) auf die Xnoten der
linken Hilfte des Rostes miissen wir auf ihrer Giltigkeit an den Rand-
knoten beachten, wie sie in dem Paragraphen 4 des vorigen. Abschnittes er-
wihnt worden ist.
Mit Beachtung von diesen Randbedingungen und von den Symmetrie-
bedingungen (11) erhalten wir:
aus GL (1)

fir (10): meﬂfm:lizm 1D
I

. (11): ‘]lirm—:—Q]lfnzli(zu-—zm) 1)
o

. (12): 7!112+2_Mr:ziz(13)
p |

aus Gl (2)
, 2
fiar (01) T+ 2( 5'1+L:jl)+Ll\2=~;;-z[‘1 (@)
Jy

» (1) Lo+ 2(L1 > IIIJ)J[' L12='—'~16~—'(_2m-—~2311+212‘ (2
I

aus Gl, {8)

fir (00) Mo— M+ L —Lop=Rarl  ovve e (3
» (01): My~ Mu+ Lp—Ih— L 4-Lp=0.. . cc..couiiv (39
, (02): M My Tt L= Basl e ov e e (3D
» (10): 2M— Mu)—Li4+Lao=Pl oo eeii i i (3)
» (11): My~ My)— L+ Lh+ L= Ln=0 ... (8y)
» (12): My — M)+ La—Lh=0 oo iiiaene o (80)
aus Gl. (4)

far (00) - Pam My oe o e e e e e e ()
5 (01): T O - ™
w (02): P Moz oeeeee e e e e e e ()
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aus Gl {5)

fir (00): K= —Lm e e e e (BY)
» (01): Xu=La—Lh e e (B2
» (02): Xo=4Toee i i i e (By)

2 (]-O): }1.10— ‘-—Lm -.--..,...............................(54)
(11): Xn_—( 31-— ..,,_..............................(55)

. (12): sz—% o e e e (B

aus Gl. (6)

fﬁr (11) : (-Z!-[ll_'.ﬂfm) +}]1-01_JIIUU_—_E—‘ (Zu—zlu—znﬂ Ba m e 4w s (61)
b

o (12): A Mu— M)+ M(,._—MM=TG— (o Za1 - 200) «eenenen e (B2)
1 .
aug Gl (6a):
fl'll‘ (01) : 2(]’11!1* .ZI,'EJU) -} ]l[u — Mm: —Gee Ifm— li (Zn——Zm—ZuO e (6,)
PL

s (02} 2(Moy— M)+ My— My = — 6 1’:‘-2-——;—(212—2114-2:11)- cen - (B9
1

aus GL ()
far (12) : 2(L1;—LL12)+LI1‘]- m—GOCX}J-!"l— (211—3114'20]) e (T0)
2

It (11) H 2(L§£1-'LT{1) o Liyo = Ly ‘—"6041’114-[i (zn—Zm—Zm) R (72)
' . . A‘LL - B

aus Gl (7a)
far (11): 2 (L?.‘n"‘ :;1) + Lyp— L= —GNX‘]I“—li (Zra—zrd2m) oo v .. (74)
"M

1 (10) : Q(LIU_LOU) + Li’i— h= *GC&X-N——% (?‘11—2113—2(11) P -(74)
73

Damit haben wir 28 .Gleichungen aufgestellt. Die beiden Gleichungen
(6:) und (65) leiten sich jedoch aus der Gleichungsgruppe (1) her, was aboi‘-
die Folge der Symmetriebedingungen ist, uind von dén drei Gleichungen (2.,
(72) und (75) ist eine Gleichung die Folge der iibrigen: awei Grlelchuncren, sol':“‘
dass wir in . Uebereinstimmung mit der Unbekannten 25 voneln‘mder u1mb-"

hingige Gleichungen erhalten:
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b) Auflssung der Gleichungen. . _
Eliminiert man M aus der Gleichungsgrippe (3), so bekommt man nim;
lich -
aus 2(3)—(8): 2(L— L)+ Lii— Lp=(2Rn— P,
» 282 ~(3s) 1 2(Lne— Ly — L + L)+ Lio— L — L% + Ly =0,
» U8} —(8s): —2(Loe— Lai) — Lyo+ L= Rl
Aus der Gleichungsgruppe (5) erhilt man
Lu+2Lyw=0, L+ 2Ln=0,
Lh— L+ 2Lh— L) =
Lést man diese sechs Gleichungen nach Rw, R, Lw, L, L und LY

auf, so bekommt man

R{UZ%P, Rim 0, oeeee e e AD)

Ly=—2Ly, . Lzz:—?Lug,]-
11——2Lu1, Lii=—2L&.

Aus der 'Glelchungsgruppe {4) erhilt man
My=— Y, Mu=Yy—TYis, Mp=+Tum creveeooneoe..(D)

Setzt man (17), (a) und (b) in die Gleichungsgruppe (8) ein, so bekommt

man :

<o {a)

M= Loy— Lt~ m+-‘2~ Pl,

My= ~FLy+ L+ Lh— Lg+ Yoo — Yoo |
M= Ly — Ly + Voo
Setzt man (5), (52, (5s), (a), (b) und {(e¢) in die Gleichungsgruppen (6)
und (7) ein, und eliminiert man aus den dadurch entstehenden acht Glei-
chungen die zwei Glieder (21— z10—zm) und (21— 21 +2m), S0 bekommt man die

folgenden sechs Gleichungen

(61)+(63) : ‘ —2(L()0—LL11)+L01—L02+2(2+OG)K)1——2]’@2:% Pl ....(D)
(62)+1(64) : Ly— L — 2L~ Los) —~2Y 0+ 2@+ &) Vou=0 ... .. .. ..(i1)
(1) +{7s) : 2008~ (84+20) (Lh4+Tu)=0 +vevvrrennrannn..,, .. (iiD)
(7)+(7: —(8+20) (Lw+ L) + 20 Ly =0. . NN ¢ 1)
(B+L7) : —2(5+3c) Lw+ L +2(Lu1—-LL2)+6Y01'-3Y02-— Pl ... (v)
(60— (71) ¢ 2(Lo— L) — L +2(5+80) Lu—8¥u+6¥0:=0 .. ......(vi)

Die Auflosung dieser Gleichungen erfolgt ohne Schwierigkeiten und die
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Losungen lauten, mit der Abkiirzung

N=(Q4+a)B4+) A+4a+20D) ce oot irvenniiieeeeee.n. (18)
L= — of; L (15 +81o+ 1006+ 28,

o

= +9—(3 +?oc) 54 280 - 160 4 4¢7),
31-———-9—(3-!-20&)(1—]-30& —8c*—4a),

L= -|- N (84 21+ 280 + 40*),

26
Y= +w (11—]—49oc+480¢ —l-l%é"),
Y= +32 (7 + 290 4+ 24 e - 4™,

Die anderen unbekannten Biegungsmomente und Torsionsmomente
konnen durch Binsetzten von (19) in (5), (5, (5y), (a), (b) und (¢) ermittelt
werden. Wir erhalten also ' '

Lo=—2Lwy, Lii= — 2L, h= —2L31, L= —2Lo,
My=—Yu, M=+ I’un, My=Fu—Yp=1+ Pi/8(3+ 05),
M= + glg ;\T (814 4615+ 7660 + 4680 + 880Y),

Pl 9+2a
24 8400 ... 200

My -

M=+ 9%\? (27 + 1190+ 8262 — 1267 — 8t

Xu=~ Luu, Xiz==+ Lig,
» % Pl (1 +4ee)(84 2
Xu=Li—Lh= . —,
e = e L e+ 20

Aus beiden Gleichungen (19) und (20) erhalten wir zwischen den Bie-

gungs- und Torsionsmomente einige’ Zusammenhinge :

—

Mo+ 3 + M0 =0,
Mo+ Moy + Mu=4- Pl,

Pl 1+4e - _
8 1+dod-20f 3 )

N+ Xn+Xe=+
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Lo+ L= —%- (Lm+ .LIE) = — .!"Im= Yie— Y=~ 8(312 Dé),
Lu4 L= -_l(L§'1+L'1’1): +ﬂ' 30+2m -
2 24 B+4uo

Lost man die Gleichungen (1,), (12, (13) und {2)) nach vier Unbekannten

auf, 5o bekommt man mit Beachtung von (19) und (20)

3
o= (1294 7750+ 1 38807+ 9000 + 176",

 BT6EIN
SV o (75 825014 2360 — 120 — 160Y),
576 EIN
= (BH4)PT - (A5+d0) PE ' ---(22)
2888+ o) BT 983+ ET
und
P
2w 2nt 2—2n = CET

c) Sonderfall ee=c0,
Fir o.=00 erhalten wir, wie in der Abb. 22 dargestellt ist,

Bt 11
Zg M= — Pl
o a1 S n= - 24
Muy=—ILn= -I-“l%PZ,
o/ g4 It 1
T iz gIHs= J],’[g: S -—-—ﬂ_Pl,
\;&f - 22 r m o4
+;’2 e 1-1 Pl'{ (23)
: YT
by @ i PP
| YTasED
+ | I il
; 79EI’
: 2o = PZ”
ALDL, 22. ' 72ET

~Wie in der Abb. 22 dargestellt ist, verschwinden in diesem Falle, wie
€5 0 sein muss, sowohl die Biegungsmomente an allen Stabenden auch die
Torsionsmomente, wihrend die Biegungsmomente Lu, Ly, My, M nicht ver-
schwinden. Die iibliche Berechnungsmethode, bei welcher der Randstab
(00) —(20) als einfacher Balken mit der Spannweite von 2] berechnet werden
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und die Last P nur auf diesem Balken zu wirken angenommen wird, liefert

das Knotenmoment M’lozéf’.

Daraus erkennt man, dass die #ussere Belastung P auch bei verschwin-
dendem Drillungswiderstande nicht nur darch den Randtriger (00)—(20)
sondern auch durch den iibrigen Teil des Rostes getragen wird, so dass das
Knotenmoment My kleiner ist, als das die tibliche Berechnung liefert. Die
Verbreitung der Lasten, die eine Eigenschaft des Rostes ist, kommt bei den
folgenden Félle noch deutlicher zur Erscheinung.

d} Sonderfall a=0.

Fir a=0 erhalten wir:

Mip— +%

=

Pl, Mu= +%Pl, M=+ P,
M= —2Lp1 My=+-L Pl Muy=+-_ P,
96 " 24 96

Loy — L= —Q—%Pz, Lly=—Lp= —%Pl,

L10=-_Lza=+45—81>z, Lﬁlé—L12=+%P5, |
5 . . - L (24)
Xo=4+-2Pl, Xu=+—Pl, Xo=+—-Pl
=+ % s A=+ 12 s 12 +96
11 | 7
Y\ = _— 3 Ylg: ——*".PZ,
n= -+ 96_ Pl 0 4 96
e 48PC  2BPP
"“BweEr " 56EI’
g BPE PP
T YT 288 F T )

Diese Werte «ind in den Abb., 28 ibertragen. A
e) Beispiel. Bel quadratischem Querschnitt mit m=4.
Fir den quadratischen Querschnitt des Roststabes mit der Seifte o wird

I:—J%—a‘ und H=0.1426q",

so dass man mit der Poissonschen Zahl m=4 (d.h. fiir Stahl)

_2m+D) T 244D g o4e13
. - H 4X12X0.1426 )

erhilt. I\f'[it‘ diesem Werte von o erhiilt man:

[+
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+

= —
+irgm
o4 Z -
L+ 5P
Y + ,
i
+ |, 7
4 —_
A +.;,.—6"P[.
Or—14
k= +,« p—y
“rEpe
a) Biegungsmomente. by Torsionsmomente.
Abb, 23,
Mip= +036287 Pl, My, =+0.11135 Pl, M,,= +0.02578 Pi,
Moo= — 005608 Pl, Mo, =+0.02802 PI, M,,=-+0.02896 PI,
Liro= +007412 P1, L¥,=—0.08618 P}, L], =—0.02444 P}, L, ;= - 0.01808 %L,
Loo=—0.08708 P, T%, = +0.04309 Pl, I3, = +001222P], Lo,= +0.00904P1,
X,, = 4003706 P1, X, =+0.08087 Pl, X,,= +0.00904 P, L. (25)
¥, =+ 0.05698 Pl, ¥o,=+0.02896 P1, :
Pl3 Pl
T4 = +1.34408 Fgs fn= +0.58406m,
PB P
2oy = 001852 57, 7ap= +O15447 .
Diese Werte sind in den Abb. 24 Gbertragen.
+0,009PL (=0018PL__ ~
. = : P~ +0,009 Pt 1
s T [+
“éJFL By &
+iF e goy
3
+Q,0/2P ~0,024P4| , ~GOBEFL -
+0,043P! N.C +0,031 P!
) o =7 a2
3 S?- E bu:) -
[y P _ o
[ - 3- i —
?’\Pk +0,074 7)) ® 7N N @
R L ’
—@037P! z +0,037FC
C\’)
8
2

a) Biegungamomente. b) Torsionsmomente.

Abb, 24.
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5) Einzellast am Mitteltrdager,

(0@ 712) D22}
! l { P
te— Pl ——p (7))
1) 1) 1) 0} : ' L (47)
{
- F, 1o
@__(j_*_’?’f (7P _-'f“'*l : ,TIQF
7l Lie Lpo
C.b; i av y
{0,0) (40} @0 :

Abb, 25, . Abb, 286,

Wie es in der Abb. 26 durgestellt ist, wirkt eine Einzellast P auf einen
Mittelirédiger zwischen den Inoten (10) und (11). Wegen der Symmetrie
haben wir wie bei dem letzten Falle mit 25 Unbekannten zu tun.

a) Aufstellung der Gleichungern. '

Wie aus den Abb, 25 und 26 ersichtlich ist, erhalten wir in diesem Falle

Pu=qP, - TPu=(1—9} P,
L}a,o:ﬁ (1_77) Pl!
fir O=y=nl: Ly, o=(1—7) Py,

f[“l].' I’}Zéyé(l."-?])l. L]J,U:??P(l"‘y),
a0 dass sich

1 2
ﬂ'?u=—ll—.£L1a,u(Z—y)dy:n(l—ay) (2—77) l:; y ) o

4 2
'.TI;L; E%IL]]}U yd‘y:?) (1—??) (1+ ?]) PGE
¢

und deswegen
Vo=t =y (1 —m)(14m)2LL,

: 6
! > e . .(260)

sz“TT'fo=n(l—n)(2— 77)1’%

ergeben.

Anstatt der unmittelbaren Ermittelung der Unbekannten wollen wir sie
durch die Zusammensetzung der drei Teilldsungen erhalten. Wir bezeichnen
ndmlich im allgemeinen mit Z die unbekannte statische Groésse und wollen
gie durch '
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Z=nZi+ A —mZatnll—mZn............. P (27)
crmitteln, wobei

Z,  die statische Grésse infolge.der Last P in dem Knoten (11),

Zy die statische Grosse infolge der Last P in dem Knoten (10)

und Zm die statische Grosse, die nur von den Belastungskonstanten

2
I |[1¥“: (2_?7) 1;1

2) und 4) ermittelt worden, so dass wir nur noch die Zu zu ermitteln

. ry 72
un T'i'i:(l+??)£(_lherrﬁhrt. Die Z: und Zy sind schon in
)

brauchen. Die Richtigkeit dieses Verfahrens kann man durch die unmittel-
Daze Ermittelung der Unbekannten nachweisen.

Zur Ermittelung von 25 unbekannten Zuyr erhalten wir aus den Grund-
gleichungen 28 Gleichungen (1) bis (7.), wie sie in 4) aufgestellt worden
sind, und dabei sind drei Gleichungen tberzihlig.

Ausgenommen vier folgende Gleichuugen, die sich
aus GL (2) fir den Knoten'(ll):

Loy + 2025, m+ Ly, nn) + Lz me

=— 16 (210, 10— 220, 10 + 21 1T — A4+MPL . (2)
L

aus GL (8) fur den Knoten (10):
2(ﬂfm,ln—-.ZIIUIJ,JH)—LS’IH-}-Lm"m:O P £ 7
aus Gl (7) fiir den Knoten (11):

211, I 2, 111 201, m)

2(L%, m— L, m) + Lo, i1 — Lo, m =080 X1 i+ 36
M

—(L+p Pl (T
und aus Gl (7a) fiir den Knoten (10):
2(Lao, m— Lo i)+ Ll v~ L, m

= — G X nr —-Zi (22, =z o+ 2o, i) — (=D P o (T))
i

ergeben, sind die Gleichungen genau dieselben, wie sie in 4) gegeben sind,
so dass wir sie hier der Kiirze halber nicht wieder anschreiben.
b) Ermittelung der Unbekannten.
Durch dasselben Verfahren ywie in 4) erhalten wir aus den Gleichungsgruppen
(8), (4) und 5):
Ruu, == Roz, m=0,
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Lom=—2Lwm, L m=—2Lwew, } (2)
P ¥

L =— 2L4,m, Ihm=-—2L &, 70 . )

My r=—Yu,omy, Mo, m= Yo, mm— Yoz, ﬂﬁlz, m=+ Yoo ....(b)
und Moo, rir = Lo, yrr— L, 1 — Y, m, .

My, = — Lo+ Ly, mo Lm mr— Lo+ Yo, i — Yuz mfee o i.(e)

Mg, ni= Lo, m— L, v+ Yoo 1in. B
Setzen wir (51), (5:), (5, (a), (b) und (¢) in die Gleichungsgruppen: (6) und
(7) ein, und eliminierenn wir aus den dacurch entstehenden ‘aéht Gleichungen
die zwel Glieder (zu—z0—2m) und (zz—2z11+20), s0 bekomien wir
(6) - (és) t —2( Lo, — L, 1) + Loty 1ie— Liog, i+ 2(2-+ ) Py, 1'1142‘Yoz, m=0 (i)
(62)+(8): Loo, i— L, 10— 2( L, 1 — Lo, 1x) — 2 Vi, e+ 22+ @) Yoo =0 - - (30)
(74 (72): 20tL8, m— B+ 26)( L im+ Loa ) =0 vvvnvinnin o (i)

(72) + 70 —(3+ 2} (Lon,mr 4 Lk, ) + 20&L31 m=—2P . . (1v)
(61) +( ) —~2(5 + 3e¢) Loo, i + Lm i - Q(Lm m— L, m) +6Yn,1m— 3 m &
' =— (2Pl (v)
{62) —(70) : 2(Lup, m—~ L ur) — L, i+ 2(5 4 3ot )Luz, m—8Yu, mr+6Fus
S S (v

Lost man diege Gleichungéh auf, bekommt man mit den Abkiirzungen
Ny (1 4+ &) (34 o) (3+ dor) (1 4ot + 207 B
=9+600+ 133+ 128c® + 5o+ 8e®, b Lo........ (28)
No=(8+4e) (1+40 4+ 26") =3 + 160+ 22¢°+ 8o,

. %(117+645u+1066m2+6680¢3‘+136u4)

Loi= +==» h ,
48 21 2 .
— = (15+ 480 28e7)
2

20 8-+ 4e?) :|,

Lo = —%- [-%T: (9 + 830t - 580+ 2006 — Sart) —

Ni (9+ 690+ 12607+ 680+ soc*)_|

Lipz 1 + '(_r:)-l-j—;d_m. on -_ly
2 (142 2
20P] '

L()
m, 111 == 0(3 +do)
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(84 170+ 9467 + 9208 + 24ord)
(3129 PL | W :
8
+I\—T(1 —4do—4e”)

Yo, m= + f:; [}j; (154 5%+ 50c” — 4o — 8@)—-7\? (1+20¢)(5+‘)oc)}

Yoo, = +% [I(°+roc+18m'+20m+8cx“)—7\—(1 —dea— 40.:}},

mit den Zusammenhingen :

Pl 3(3+20)—2 3+ )7
4 (84 e)(3+4e)

2Pl L (3420 [(3—2e0) 42 (3+ ) 7],
3 (B3+40) {84 0){8+4e)

PL (3—_2m)—-<s+oc>z
4 (B+o)(B+da)

welche ndtigenfalls als Mittel zur Nachprifung der aus (29) berechneten

Loo,m+ Lo, = +

L+ L, = l ’ | (30}

Yo, or— 1)112,11;= —+

b

Zahlenwerten dienen mégen.

Nach der Ermittelung von den obigen sechs Unbekannten Lonnen wir
die tbrigen unbekannten Knotenmomente Mm und Lnr durch die Glei-
chungen (a), (b) und (c) bestimmen. Die Torsionsmomente Xm werden
durch die Gleichungen (51), (52 und (5y) Dbestimmt und die zyr werden

durch

2= % el (Mo, i+ 2.M10, m), 212, m= %— pl (Mg i+ 25, 113),
2o, 1= —}2—#1 (Lo, 4+ 2L0, 1 b 2L8, i+ Lo, 1),

213, 11 = %03, TIL + %—Ml(ﬂﬂu, e+ QJMH,HI)

bestimmt.
. 2
Damit sind alle unbekannten Grossen, die nur von 1= (2--7) -jﬁ- und
Th= (1+7;) herruhren, bestimmt werden, so dass wir die elo'entllcheu Un-

hekannten dmch die Gl. {27) bestimmen konnen.
Endlich konnen wir das Biegungsmoment Lr im Querschnitt, an dem
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die Last P wirkt, durch

Lp=p(l—w) Pl+ uLb+(1 =Ly «.oooon. ..

bestimmen.

¢) Sonderfall a=00.

375

.. (31)

Bei verschwindendem Drillungswiderstande, also fir ci=o00, erhalten wir:

Lii=Ly= +%(1+3#-—M3), M= +—§i—(11—9#+ ),

= "{1:—%(1_3#_#3), an_]_ﬂ (L+ 3 p~p*,
., Pl 2

Lp=+ ————y,(ll——9,u.+,u.), ﬂiﬁz—-———(l Sp—pt),
=4 —"_(11—9 ) 3= 1—3

21 = +72EI( F'+F') % 72EI( p— ')
= 1 -

2y = 72_171( + 3 ), +24EI( + 8p— ),

Lu=Lu=Lw=Tn=My=My=Mp=X=¥Y=0
d) Sonderfall c:=0.

Fir ee=0 erhalten wir:

L= —— L= — X —E L (5~ 38+ 464" ~204),

M=+ %{27 — B — 30t +20,4%),

1 Pl
le: —— L= Xio= —(1— §] 2—4 3,
0 o 1= + KL=+ 9 (1—p+-6p b

M= +—(3+6 —d?),
6‘1._-1- (5+15,u,+ 1407 —204%), M12_+—(9+ Su +6uf —4u%,
= u_(1 17+ 644 — 4™, Moy== +§ (1—6p“+4/f’), '
p=—Li° (5 —9ut 1447 —204%), Y= +q£6l(11 B 30p% + 20,
v+ Ll T eut 4y, =+ LL(7—8p—6ut+ 44,
48 ST
Xu= -]-%(3—#-{- 10#2—1211-3 , - Mw=~—Yu, M= Y0,

'&(32)_ _

) (33)
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(43— 3p— 301% 4 2047,

Zn =

576]_71
o= +2b§é1 (1-+24p —Bu*—4p'),
2= +5716)13M (25+Bp+Bp°—du
= +952’I (B+8p 420" —4p’),

e) DBeispiel. Einzellast in der Mitte des

(12)

(3) ®(3,2)
Stabes (10)—(11). 92 @ f
Als Beispiel betrachten wir den Fall, wo eine Last P an I 7
d itte d tab 10}—=(11) liegt.
er Mi e. es Stabes (10)—(11) lieg @) a1 @)
Nun ist A
1 ]
7]:‘1—7123 @ ?t
und die Unbekannten werden durch w00® 7 0)" ) (2,0)
; 2+ zn+ — Zm) PRI -1 £ Abb, 27,

bestimmt. Unter Benutzung von den in 2) und 4) erbaitenen Ergebnissen erhalten wir die

folgenden Werie:
Pi
192N,
Pl
192V,

Loo= =2 Dyo= ~ Xyo= s oo (45 25%00 37902 + 204075 +ddort),

L S (27 +1680c +853x2 + 3000:% + 76 ),

Lo,= o
2

(6+500) .21

1 . .
LootLoy= = (Luot Lae)=~KaoF Xaz= T 55055 + 4r)

L= 191;;7 (24541 5540 +3 24502 +9 8490 +1 124ce* + 15205,
P

192N,

Lg,=+ (117 3-8580: + 2 1270::2 +2 2580c® + 1 01200% +1520¢5),

{63 -+ 848 +559¢:* +3180¢3+56a4),

A R

96N

(90 + 1580+ 38w *) Pl
488+ ) (3 +4doe)

LYy +L8=+
__Pi
96NV,

Pl
96N,

(27 + 1140 +530c® — 1780 ~ 1720¢ 4 — 40ex ™),

Lés=+ o (99+5820c+1 065¢c¢? +814a3+284cx4+400:“),
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y 4 g0 = B H2e)(6+50) P
L2 243+ ) (3 +4dor) '
Toy= = Moo=+ 95\5 (27 +1560: + 2490c% + 13602 +200r4), ’ (34)
Pl
Yos= +Mya=+— A (87 + 1680+ 80902 +2080e +4dos),
3o Pl
YoumYoumMor= —Jaay G rde”
Mig=+ 1;;; (869+ 2 5500 + 5 9680c® +6 1180:7 +2 7480t +424er™),
C M= 191;\? (207 +1 2540¢ +2 S4bec® + 1 7880e® + 49°oc‘+400e5),
_ . (724+129cc+380:2) PL
Aaa= g8 e (B o)
(1442810 + 5808 PT ‘ Y
Mg+ M= 453+ o) (3 +r) » 11[10+M11+.¢1[12_ +'§“:
Ip=+ 967\Jr(180+1257o:+2 O76ce? +3 0590c? + 1 86040 212065,
f10 = Tl (21941 2520 +2 0570t +1 2000+ 212014)
107 1 1522 BTN e
e = (168-+78dcr + 827ce? + 2640r% 4200,
27 1152EIN ?
, . A684190) PL oo o 54+ 190) PI®
°r = 5788+ w)ET ’ L™ 576 (34 o) Bl
wobei
g T R L R L N R e i iees e (18)
Na= (1403403401 H4aF 2020 1uuvnesniin ittt iies i aeesesssses s (29)
Filr =20 erhalten wir (Abb, 28):
L= L= b osPl, Ity =Lty=+2F)
Te=Mn=+ 2Pl Mo=+2p T 555 P P
r=AMy= + 199 y diil= +9G »
5
MJZ'—+192-PZ’ 10 _ .
PN I i S LI i i ki - *ae7 4z 7L
576 EI’ M=+ 108 EI ' (35) -+ 32 7L
I i id o 19 PP 422 L
a= e Emr T T T =4O
Tw=Tnz= L= Loz=Mu=Mo = Moe=0, N
X=X Xe= Vu=Ynu=0
lii= X2=¥m = Yoz=10, R I.;@PZ
F¥iir ce=0 erhalten wir (Abb, 29 a und : . ||
b): ' Abb, 28,
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Im=— L L=~ Xoo= + 2P L= Iie= + Xio= =PI
= 3 ===+ 10z Lo =T 2= +Ae= ol
9 13 , 1, . 11
Bi= '“"é;Pla L31=+Té_2'PI: LJ’.'J.:—ﬁP% L21=+§6Pl:
5 - 7 - . 3
Lr=+4_—PI, Xu=+42Pl Yo =~ My= Tu=Me=+ 1,
24 96 G4
\(36)
Mii=0 Mu=+—Lp, . Hu=4R Mio= o Py
=4, w=-+ et 1= eh M= gz %
g T8 FB ey B PT
"= Tlsg B U=Teo B -
R I i 4 R O i
=15y BL T N T
PUE ST USRI
+E5PL 23 )
éa +Z2p1
792 [ +355PL
13 + +
+5.-9—2'PL’ .,L%fpz ":'?%PJ-
l 1
+2p1 + 1
N\ ¢ ert +2p1 = -
2P * 7
_.;_ +9?FL
2 5 '
—ﬁpl Y—ggpi \J 5
+7PT -+ ;+%Pr Azl A
. . ~ + 2
a) Biegungsmomente. b} Torsionsmomente.
Y . Abb, 29,

6) Gleichmaissig verteilte Last am Mitfelfrager zwischen den EKnoten
(40) —(11),

Wie es in der Abb, 30 skizziert ist, wirkt eine gleichméissig verteilte
Last ¢ pro Léingeneinheit auf den Mittel-
triiger zwischen den Knoten (10) und (11).

a) Ermiftelung der Unbekannten.

(92) {12)

Bezeichnen wir im allgemeinen mit Zdie
statische Grosse infolge der Last ¢ und mit
Z' die nimliche infolge der Einzellast P,
die auf den Mitteltriger im Abstande 71 |, b ;7

von dem Knoten (10) wirkt, so kdnnen er. Abb, 30,
Z durch
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Z:f%flz’dﬂ e 8T
(1]

bestimmen. Beachten wir die Gl. (27), bekommen wir

1 1 1
Z=9_5[ zmdn+ | Zu(l—mdn+ | Zum(1—7 dﬂ],
P ‘f; I +fu i ) fl; " )
welche in

1
zzﬂg[ (Zx+zn}+fzmvr(1_n)dn} e (378)
Q
tibergeht, da sowohl Z; wie Zn unabhingig von 7 sind.

Setzen wir die Werte von Zr, Zn und Zur, die schon in 2), &) bzw. 8)

ermittelt worden sind, in die Gl (37a) ein, so bekommen wir:

1 o ng ‘ao 2 5 "
L 1=-——L =—Xp= 634 815c 3+ 362 104 24,
0 10 w= -} 576 IV Oo+ A o+ o’ + 246

1

Lpp=— —‘L]o— A Xpp=+ 5761 IJ\T (81 + 525¢t + 1 102¢* 4 9040 + 216at),
1 (64 5a)ql*
Ly I»-:——— L+ Lyn) = — Xpp - Xip= 3
oo+ Loz (Lt Liz) 1w K= 9413 + ) (34 4e)

=+ (857 +4 2390+ 8 912c*1-8 OIZoL + 38 1440' + 48248),

5”6 Nl

= +—4° 76 N (851 + 2 505¢.+ 6 058¢2 - 6 388¢” + 2 8560’ + 432¢°),
1

Xp=Li—~Lh=+ (1584 86T+ 1 4126+ 812¢° + 1440"),

288 N

; 2 2
TN C 2 U L VN T NN NS
h+ L= 4 248+ o) (814w ng 3( +2¢0) (Lo + L)

2
b=+ 8%’}\71 (=91 810 4 664024 1 2040 + Tader+ 144c5),

= 42V (99741 8150+ 3 4880 + 2}8280” + 1 0320 + 14405),
288N,
(12419004 160791 1 12 gepu . o

i +L0 :+ —
=t st B rda) 27 (35)

I? ‘ . -
V= — Mp= +—21° (81 + 4650 + 76206 + 4400° + 720
ot 00 +_ 192N1( + ol - - + )

Y=+ Mp=+ (81 4 489¢i + 882¢% + 5840 + 120a),

92N1
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e Voss= + Moy = — gl
™ 2= + it 8B+ ) (3140

-ﬂf[m:"-

92 -(369 +2 5470&4—5 9640 +6 1400’ + 2 7760t +4320£)

M=+ 1935 (20712690 +2 41267+ 1 828m“+5360¢"+ 480,

1
3(d 4T+ 265 gl7
M=
1= S B 0) (34 4o

Mg+ Mg (241 390410077

, IAd
My Myt M=+ 44
$B1 o) (51 4) ' w iy - B o
= — 4" (210412512054 1‘708 216¢"
Zu= +1152L,IN( + 42 (540 + o'+ )s
tn= + —3 (165 + T894 85007 4 28008 +24¢c'
»= +1159LIN( O+ (8%t )
- 2(*3%-‘31:%)(]:31 (104 3} gl
T YWY T ik = e B BT | )
wobel wie frither
N=(Q+o)B+a)(1 4404205, oo e i s .. (18)
=14 )3+ )8+ 4o)(1 + 4o+ 268) .. .. .. (28)

Das- Biegungsmoment des belasteten Stabes kénnen wir gemiss (1, 8) durch

2
L,,:nLﬁa+(1—va)L1.,+n(1-n)i23_..........._...... . ..(39)

bestimmen, wenn wir mit #7 die Entfernung des beireffenden Querschnittes
von_dem Knoten (10) bezeichen.

Die Auflagerreaktionen ergeben sich zu

5 )
o 1 l_;___q[ﬂ
Ruy="0xu= +%Ql, .R'Jz: Bxn= +€ql (40)
[>]
b) Sonderfall a=00 (Abb. 31).
’1‘_3%?[2 f""""?[z
= 01—+ C]l' = 11—+ qlz ' L +2 92
]
9 . + 2L olt—--
Moo=+ gl Ma= +qu', 1z ; t
o \ !
ﬂi[;[g = ??') ql : . sﬂzqtz
|
3 ¢l (41)
B =fZn= +3_L:2.'I§I’ r Abb, 31
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1 gl*

=3 2= + =
32 Er

L= Lw=Le=TLn= My= My=M.=0,

Xu=Xn=Xp= Irm.: Yo=0.

Das Biegungsmoment des belasteten Stabes ist nach Gl {39)
25
L,=7©@—-8n%_ - (42
2= ( ). 0 (42)
Fir 7=9/16 errcicht das L, den Maximalwert +% ql*.
¢) Sonderfall =0 (Abb. 32 a u. b).
T o i3 . 4 1 .
Lo=+——ql*, L= +-——-¢l’, L= +—= I Lp=+_—ql,
) -[-576g 0L +576q 1 + q 02 4(]
7 2 . 1 2 1] 2
Lp= —-—ql?, =—--—q = —=ql, Im=—L1 7,
T Toggdty MHT Tgggthy +5 9 sl o 521
Yo= —~Mo=+ Teu=+ Mp= + (ﬂ s My =0,
41 oL o 23 o
1'.[10 199QZ I’Ill—'i' G QZ, Il[p—-l—lg:)ql r(é_lo)
Xo= -1 gl}, R Ky 4 ﬂql
576 258 64
_ 73 . qll . ll) qll
T s BT VYT
_ 5t ey 5. gl
GERETSY et ET
1-gl® - et
+64 ? Y] /j ~ — — O
R ++;%—2<sz a4
+
+1-9L2‘£l + gg?él 2 ..%; Sl _
2 } + 1+ i et + 1 RN
+ _’_éfs_'zo‘qtz
+L,e;‘;22 o
512 F i_;l
};SR“ w T R i 4
tehg el i+%gl - o
a) Biegungsmomente. b) Torsionsmomente.
Abb, 32

381




382 Theorie der Roste und ihre Anwendungen.

Faster Teil.

Das Biegungsmoment des belasteten Stabes ist nach Gl (39)

% .
L,=+-2% (—7+150m—1449
Y +288 ( )

und erreicht fiir 7=25/48 seinen Maximalwert +

&7

= lz_
5127

48

3. Der an den vier Ecken unterstiitzte, symmetrisch belastete,

quadratische Rost mit 3 x3 gleichen Feldern.

1) Die Rand- und Symmetriebedingungen und die Unbekannten,

Wir wollen nun einen Rost mit
3x 8 gleichen, quadratischen Feldern

untersuchen, der, wie in Abb. 33 dar- m)c'* a3

gestellt ist, an den vier Eckknoten
unterstiitzt ist und durch eine Belastung (02
belastet ist, welche symmetrisch um den
Mittelpunkt des Rostes ist. Da dieser
Rost 4x4:==16 Knoten hat, sind im ©1
allgemeinen 8x16=128 unbekannte
Grossen vorhanden. Aber wegen der
Randbedingungen verschwinden die fol-
genden 40 Unbekannten :

(0®

¥{s)
e
@3 o f
{
(1,2) (22 (3@._*
1
41 @n G’ﬂJf
AL
A&y
(1,0 (3,0) _\%-5,0)
Abb, 33,

R. fiir Knoten (10), (20), (01), (11), (21), (31), (02), (12}, (22),
_ (32), (18) und (23),
ars Tlr Knoten (00), (30), {03) und (33),

MY und X, fir r=0,

M far r=3,
It and ¥, fir s=0
- und : L far s=3,

so dass diesem Roste eigentlich 128—40=88 Unbekannten gehdren.

Wirkt nun die Belastung symtnetrisch um den Mittelpunkt des Rostes,

so ergeben sich zwischen 88 Unbekannten die folgenden Symmetriebedin-

gungen :
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Mipe= M= Mly= Mi= Liy=Lj= L= L%,
Mi=Mho=Mi=ML=TL%=14=Li=1%,
My= M= Muy=Mh=Li=Lj="Luw=1La,
Miy=Mh=Mh=Mh=L4= Lh=Li=L,
Mu=Mh=Mh=Mp=L%=LH=Ll=L,
Mi=MLa=Mi=M\L=Lh=Li=L\=1L%,
Xu=—-Xp=—Xp=Xp=Yu=—Yu=—Yu=Yn \ (44)
Xu=—Xo=—Xp=Xs=FYu=— Ymﬁ — Y21,= Yzz,
Xn=Xu=Y1=T0u,
}Lzl)—}U%— 0= ¥ 32y
210=Zan = £31 = Zpz = ¥z = 213 =202 =20,
= En =12 =B,
Ry=Rp=Ry=R.. <
Wir haben also in diesem Falle 13 Unbekan nten, Mb, Mi, My, M3, My,
M5, X, Xu, Xoy, X, 20, zu und Ry zu bestimmen.
2)" Gleiche Einzellasten an den vier Innenknoten.

Vier gleiche Einzellasten mogen auf die vier Innenknoten (11), (21), (12)
und (22) wirken (Abb. 33).

a) Aufstellung der Gleichungen.
Da sowohl § auch 7' iberall verschwinden, so erhalten wir mit Be'lchtuncr
von den Symmetriebedingungen (44)

aus Gl (1) fir den Knoten (10): Mh+22M%h,4-3M i})ETi—zm ........ {11)
” fir den Knoten (11): Mu4+2MhL+38M3 :Tﬁ—(Zn—Zw) <L)
ﬂ.ﬁ

aus Gl. (8) fir den Knoten (00): M%u—ﬂfu’s'w)=% Rad e (B

2 fir den Knoten (10%: MYy— My—Mh+ Miu==0 ........ {8
,  far den Knoten (11): M;l_M:;I:%pz.. (B

aus GL {4) fir den Inoten (10): Xnu=MiH~Mi ..o nv.. . (B)

aug Gl (5) fiir den Knoten (00): Xu=—Mh .- ... vvvivi . (B)
. fir den Knoten (10): Xo—Xu=—Mh.. - ..., ... ce (55)
’ fir den Knoten (11): Na—Xn=ML—-M5H ............(B)

und schliesslich aus Gl (7a)
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fir (10): —BoXy=—=+ 7 (20— 200} + (M — MTy) -+ 2Mu— M) . (T
1 (11): 2052_11:1]’[10——111’11 ........--A..-......---.........(72)
w (207 =0 i e e e e A7)
, {21): =0 o e (7DD

Damit haben wir 13 voneinander unabhingige, hinreichende und 110t10"e
Gleichungen aufgestellt.
b) Ermittelung der Unbekannten.
Wir erhalten aus Gl. (3,), (8,) und (8, wie es so sein muss,
Bom P oo (45)
Mit Benutzung von Gl (7y) und (7)) erhalten wir aus den Gl (5) und?(5,)
bzw. aug Gl (5,) und (5.).

Muy—Muy+Mi—~-Mi=0 . ... oo (D)
und CMEEME=0 e e (D)
Setzen wir den Wert von Xy von (6;) in die Gl {7.) ein, so ergibt sich
20— (13- 200 M+ M1 =0 . B 59

Mit Benutzung von den Gl (1), (1), (5:) eliminieren wir Xu und z aus der
Gl (7)) wnd wir erhalten
A+ 2e) Mo+ Mby+ Miyy—My—Mh—Mua=0..........(0v)
Lasen wir nun sechs Gleichungen (32, (35), @), (ii), (ili) und (iv) nach

sechs unbekannten M auf, so erhalten wir

m“ﬂﬁ"zm‘:ﬂﬂl:+%PZ’} e (48)
und deshalb &
Dy, R ) o
Wir erhalten dann aus (1) und (1) die Kno- )] / ®
tenverschiebungen : _ - [ ~
Y 2
5 P lq e, +ha
=too = ® | 1®
12 EI e (48) irt
5 PP
2 _+_
Y6 EI N \
Wie man daraus sehen kann, ist es hel I i 1]

diesem Roste sehr bemerkenswert, dass fiir den Abb, 24
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hier betrachteten Belastungszustand sowohl die Torsionsmomente auch die
Biegungsmomente an den Stabenden verschwinden und auch dass, wie bei
einem einfachen Balkentréiger, die Knotenmomente unabhingig von der Gestalt
und den Abmessungen des Stabquerschnittes sind.

3) Gleichmissig verteilte Last iiber dem ganzen Rest.

Auf alle Stabe des Rostes moge eine gleichmissig verteilte Last ¢ pro
Lingeneinheit wirken. Wegen der vorhandenen Symmetrie haben wir auch
in diesem Falle mit 18 Unbekannten zu tun.

a) Aufstellung der Gleichungen.

Wie ez bel dem 2x2-feldrigen Rost abgeleitet worden ist, erhitlt man fir

die zur z-Achse parallele Stabschar

N - 1 5
fitr =0 81=0, e ‘f'ﬂ‘_ﬂg:
fiir »r=1 und 2 ;S'$S=Sf-s+51£1 QZS,

. = o i 1 3 r
und fir r=3 o= +2_4 gl o=
und deshalb fiir #=0 und 83 U=+ iqlz,

tar 7=1 und 2 U=+ q2
ur ¢ s 129_'

Fir die zur y-Achse parallele Stabschar erhiilt man analoge Formeln fiir 7

und V.
Ferner ergibt die Belastung die Knotenlasten:

Ps=+2¢l far (11), (12), (21), (22},
P,»s=+%qz fir (10), (20), (01), (02}, (13), (23); (31), (32),
und Pu=+gql fir (00), (30), (03), (83).

Dann erhalten wir mit Beachtung von den Symmetriebedingungen (44)

aus GL (1) fiir den Knoten (10): My +2M fh+3 M+ %gF:?@-zm. (1)
. u;.'«

£ ”

(11): Mz;1—2M§1—3M'1‘1+%gz*

#E{zu—_zlu) fesr e e (1_:)
Ip



386 Theorie der Roste und ihre Anwendungen. Erster Teil. - 52

aus GL (8) fir den Knoten (00) : Mm-llfr_—_%_(Rm—gl)l e (3D

b » (10): Mbh—Mi— Mh+ M:.;:J%gaz (3
» 2 (11)'. .Z'Ih-—_af:;l:-]-qlz....-.-...........{33)
aus GI. (4) fir den Knotenn (10): Xy=Mb—Mb.. . .cvievvn . (B1)
aus Gl (B) fir den Knotenr (00): Xp=—M5% ... .. .o (B)
%) ¥ (10): XZQ—X]_”:—_EIES ..-.......--......(53)
’ » (11)3 XEI—'Xn-“:JM'fl—ﬂI{I R (54)
und schliesslich aus Gl. (7a)
tar (10): —Gocsz+Zi(zu-—2zw)-]-(Iiﬂl--ﬂﬂo)+2(llﬂ{1—M’du) ()
f.(v
» (A1): 2aXn=Mu—M% i (T)
» (20): Xo=0 e e e (7:)
» (21): An=0. e (1D

b) Ermittelung der Unbeka.nnten
Wir erhalten aus GL (81, (3;) und (8,)
Ra=4+6ql ... O (49)
Mit Benutzung von GL. (7:) und (7.) erhalten wir aus den Gl () und (54)
bzw, aus Gl (8;) und (5)

MYy— ML+ ME—Ma=0 ... ... e D)
und Mo+ Mu=0. PR 4§
Setzen wir den Wert von (51) in Gl (72} ein, so ergibt sich

CoMly— (A +20) Mp+Mh=0.... .., ... ... .. . (i)

Eliminieren wir Xy und z aus den Gl (1), (1., (5) und (71), so erhalten
wir ,
(L4200 M+ M+ My~ My —MLy—MH=0 ............ (iv)
L3sen wir nun sechs Gleichungen (8.), (35), (i), (i), (iii), (iv) nach sechs
unbekannten M auf, so erhalten wir

Miy= — My ——SL 20 _ e

A2+ 4o - oF)
i 17+ 340t 4100 o, r 14 4 8l +10c .
M= A dh M= 7 L. (50)
w=t 424+ 4o+ of) ’ W= 42+ o+ o) ’ {;
. -
Mh— 4 AL+2adde o gp  14498akde 4

A2 +dated) T 424+ da e ad)
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und mnach Gl. (5;) und (52)

- 31+ o) 2 > 3(1 + 3ex) 2
Xu= e T Xw= F.o....... (51
=t i Branr T T T a2t dat o) (51)
Die Knotenverschiebungen ergeben sich dann aus GL (1) und (1) zu
2 1 4 .
2=+ 77+16305+520& . Q’l '—E'q—l .................. (52)

24@fdatod EI' “T12'ET
¢) Sonderfall os=co (Abb. 35).

S
)
D

Bei verschwindendem Drillungswiderstande erhilt

man

M=+ M= +%g33, Mh=M1= +qV’, WE o A —

+(2
Mp+-Mh=Xn=Xu= 0, (53) Ev) y
13, ¢l 87 ql{
ZIJ_+6 E-—-T H'--+19 EI E_Nz
d) Sonderfall «=0 (Abb. 36). ‘ Abb, 35,
M= ~ M=+ Xn=+ Xn= +§gzﬂ
' ) 17 2 1 ] 2
..l],[m = f— gl ﬂfu_ +— ql JI:IIU—.R/IH—- '—*ql ........ (54:)
o '_7_7.9‘14 37 Q'E4
W=t Er TR B
@\u\ s ' -
é Wg ey —
+ 1 +[] - -
T T (I B =
 — — :
! ¥_|— 1] IT] LTI
- : : : | -]’-T L I_
N3 | Y

S -
W\L W LLTLE I{TIII)

a) Biegungsmomente. b} Torsionsmomente,
Abb, 36.
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4. Der an den vier Seiten eingespannte, quadratische
Rost mit 3x3 gleichen Feldern.

1) Die Unbekannten,

Wir denken uns an einen 3 x 8-feldrigen Rost,

(s
der, wic in Abb. 37 dargestellt ist, an den vier | /H .
Seiten fest eingespannt ist. Die vier Eckknoten I R
(60), (30), (08) und (33) kénnen wir ausser Betracht A.2) % 2) s gabs
lassen. I /

Die unbekannten Groéssen sind : (@) 4 {0) L2 (5D
tir die Knoten (10) und (20): R, und I3, N _—
o ., (01) und (02): R, und M, l “‘DJ/ 29) . /3—”)
Abb, 37.

EH 3 ”

» 13 »

(13) und (28):
-(81) und (32):

Rrs, Lf-s l.'Lnd K-s,
B, M und X

und fiir vier Innenknoten : 2rsy Mbeq Mbs, LY, L% X und Vi

Wir haben also in diesem Falle mit 48 Unbekannten zu tun.

2) Gleiche Einzellasten an den vier Innenknoten.

a) Symmetricbedingungen,.
Wenn vier gleiche Kinzellasten P an die vier Immenknoten (11, (21), (12)
und {22) wirken, so ergeben sich die folgenden Zusammenhinge :

Ma=Mt,=Mi=Mi=L)=
Mhi=MLr=Mi=Mh=Li=Ly=I=1L,
Mi=Mua=Mi=MNh=Lh=Lh=LhH=L%, _
Xn=FYu=Xp=Vn=—Xp=—FVa=—Xn=—Yu o (c6)
Xn=Xp=Y1="Yn

R =Zxn —=Z12 =222

- RIJ‘].:Pl.rJZ_ng;'=Rr,=R1»—

nrJHLls— 3,

R“lzRangl,‘l,
Daraus sicht man, dass e genligt, wenn wir nur die sieben Unbekannten
PUJ, 211y ﬂfuz, Mm ﬂ’.[n’ Xn und .Xm be.-atlmmen

b) Aufstellung der Gleichungen.
Da sowohl S auch 7 berall verschwinden, so bekommen wir mit Benutzung

von den Symmetriebedingungen (55)

aus Gl (I, 24) fur den Knoten (01): 2MG-+M i1+—16;21120
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!

ans GL (I, 23) fiir den Kooten (01): Mua—Mh=Rel.. . ... ...... . (i)
aus G1 (I, 26a) . . QoeXn=—M% ... ... ... (i)
aus Gl (1) fir den Knoten (11): Mu+2Mh+3Mh— 16 an=0..(iv)
aus GL (3) . M;;-Mz.;:épz ............ (v)
aus Gl (B) » »” Xo—Xn=ML—M" ........ (vi)
und aug GL {7a) fir den Knoten (21): Xu=0 ........... ... ... (wii)

Die ersten bdrei Gleichungen (i), (i), (iii) stellen “die Randbedin-
gungen dar, wie sie allgemein in dem ersten Abschnitt abgeleitet worden
sind.

¢) Ermittelung der Unbekannten.

Aus (i) und (v) folgt, wie es sein muss,

Aus (vi) und (vii) erhalten wir
.X—n = J”Ih — .]M-h ................................ (Vi’)

Die Aufiésung der Gleichungen (i), (iil), (iv) (v) und (vi') ergibt:

. . !
M’;z_m(%, M — _(1_"‘239_1?7_, Miz_l_ﬁf,
" 4(1+3a) =t 1 8a) T T2 (14 8w) &7
O i pyoe 4 L6 PP
ET T4 s YT T 241482 EI
d) Sonderfall o==00, °
Mh=—tpl, Mi=Mui=+Lpl
| 3 8 |
pr S .......... (58)
X==0, =+ 12EL
e) Sonderfall ee=0.
Mh=-Lpl Mi=+Lpl =0,
4 4
. oy } .......... (58)
-Xu:“—zpl, 2u= —+

24T ,
Wie es aus den Gl. (59) oder aus der Abb, 89 ersichtlich ist, ist es beachtens-
wert, dass fur =0 die Innenstibe bel dieser Belastung spannungsfrei

werden.
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_P P _7t _pt
. 2 ; 77
. ; ; ‘
"'3!\]\[\ /rr"%t' '1:—}}\ /é /é /l/‘%L
i {
iy T
BT
SN I I < N B B
I
NUNBAS g
6 NS
-BL - 2L -PL [
3 B 3 2
Abb, 38, o=00. Abb, 39, =0,

3) Einzellast in einem Innenknotfen.
2) Symmetriebedingungen und die Unbekannten.
Wenn eine Einzellast P an einen Innenknoten, z.B. an den Knoten (11),
wirkt, so erhalten wir der Symmetrie wegen
Mi=Ly, — Mh=L%  Mi=L%  Ma=Lj
M= 1L, My=Lh, Mi.=Li, Mi=L,

. . 0 3 {)
M.’ZLI: L?IIZ} I’I?ﬂ: 123 M2‘2=ng, II'I123= 2%y (60)
Xuz Y.n, Xo= Yzl, X?.l: le, X22= Y‘ZE)
Xu=Y 13 KXoa= Yz’s, 212, = %21y .

Byw=ZFu, Rxn=2REo, B3 =Ry, Rou=Ra,
so dass wir mit 25 Unbekannten
Rt‘l, Ruz, Rs:, Raz, Zn, 2, 212 :
M, M, Mb, M, My, My, Mh, M, Mh, Mb, Ma, M
zu tun haben.
b) Aufstellung der Gleichungen.
Bei der Aufstellung der Gleichungen beachten wir die Symmetriebedingungen
(60) und dass § und 7' iiberall verschwinden.
Aus den im ersten Abschnitt gegebenen Randbedingungsgleic-.hungen er-

halten wir die folgenden zwdlf Gleichungen :

aus Gl (I, 24) fir den Knoten (01): 2Mu+ Mf1+~l—6—zu=0 ...... (A1)
&
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aus GL (I, 24) fir den Knoten (02): 2MG+Mi+ 16 za=0 ......(A2)
i

ans GL (I, 24a) fitr den Knoten (31): ML-+2Mh+ f en=0 ......(AB)

. * ' .

32 » (32): Mu+ 2M i+ 36 2=0 ...... (A4)

M;

aus Gl (I, 25) fdr den Knoten (01): Mu—Mu=Ruwl............ (B1)

L, } (02): Mi— Miy=Rul............ (B2)

aus Gl {I, 25a) fiix den Knoten (81): Mh—Mi=Rqal ......... ... (B8)

3 » (32) . M;2'—‘zl.{:f2:.z?32'l ............ (B4)

aus GL (I, 26) fiir den Xnoten (01): Goch::—Te’—Zu+2Mf1+MJi (1)
. *

a_us GL (Ia 262") ” (02) 605X12:+l—6*221'_2M‘.’,i_-ﬂ1§1 (02)
i

aus GL (I, 27) (81): 6wXn=+ f on— 2 Ma— MZ, (C3)
' 4

aus GL (I, 27) (82): Bos Xop: — f et 2Mi+ MY (C4)
'Llu

Aus den Grundgleichungen erhalten wir die folgenden dreizehn Glei-

chungen :

aus GL (1)
for (11): Mo+ oMy MD+MuaE+ 16 (am—220)=0 ..... ... 1)
yia
. (12): Mot 2 Myt M+ Mht l&(zﬁ— %) =0. ... .... (1)
73
. (21): MY+ 2L+ M3+ Mt li (o —2em)=0. ... ... (1:)
#.
, T (22): Mt 2 Mt M3+ Mt % (a—2e)=0 ... (1)
aus GL (8) )
fir (A1) - M — My M4 Mi= ——;—PZ .................. (31
. (21): M —Mb— Mb+ Mh- Mi—Mh— Mi+ Mi=0....(3:)
. (22): Ml M Mok Ma=0. . v (3

aug Gl (5)
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far (11): Ko Xu=Mh—DML i (51)

. (12): Y Xu=Ma—Mh i (B

NGO T ) | PRI ¢4

s (22): Xo—Xn=Mb—Miz ... ... i (B)
aus GL (7) fir den Knoten (21): '

BoXn= -+ fﬂ (21— o) + 20y — ME) - (MGa— BIE) .o ... (Ty)

und aus Gl {7a) fir den Knoten (22):
60X+ (o) = 2(ME— M) — (M= M) .7
“ ,

b} Aufldsung der GHleichungen.
Setzen wir (A1), (A3), (A2) und {A4) der Reihe nach in (Cl1), (C2), {C8) und

(C4) ein, g0 erhalten wir, durch Eliminieren von z,

Qo Xy =My + M,
2o K= —Mh—M, (a)
Dot Xy = —-ﬂﬁé‘—j’fﬁz,
20Xy =M5%+ M
Eliminieren wir # aus beiden Gleichungen (7;) und (7;) mit Hilfe der Glei-
chungen (A1), (A2) bzw. (A3), (A4d), so erhalten wir
200X = M+ Mi; — & — M, )
20X =M ++ Mh— M — M.
Eliminieren wir drei Unbekannten zn, za und 2. aus acht Gleichungen
der Gleichungsgruppen (A) und (1), so erhalten wir die folgenden finf

Gleichungen und zwar

ans (A2), (AS): OM e My — OMh - ME=0 oo (1)
, (AL), (A3), (10):  5MH+4Mh+ 20 My— Mi—2Ma=0. ... ... i)
s (A2), (A4), (12):  BMG+4Mh+2Mh+ Mbh—ML—2MsE=0 .. ... i)
s (AL), (AS), (1): —2M5— Mh+ MLi+2Mh+4ME +5MA=0 .. ... (iv)
 (A2), (A4), (10): —2Mih— Mhot Ml 2Mh + 4 M+ 5Mh=0. ... ... )

Durch Addition der linken Seiten von (ii) und (iv) bezw. von (iif)

und (v} erhalien wir

Miu4+ M+ M+ Mo+ Mu-ME=0 ... ....... (e)
My M+ MG+ ML+ Mu - Me=0............ (d)

Setzen wir nun die Werte von den X aus (a) und (b) in die Gleichungs-
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gruppe (5) ein, so erhalten wir der Reihe nach

IME + AL 4 et) Mh—20Mh — M Mp==0 .o ool (vi)
OMhL4+21 o) My —20eMi—M—Mu=0 ... ... (vii)
QMG+ 2(1 o) Mb—2etMpn— Mu—Mh=0 ... ... ... .(viii}
QML - 2(1 +e0) Miy— 20 M — My —Mu=0........... ...(ix)

Zar Bestimmung der zwolf Unbekannten M stehen nun die zwdlf Glei-
chungen (3, (3, {3:) und (i) bis (ix) zur Verfiigung. An Stelle der Glei-

chungen (iv) und (i) wollen wir die Gleichungen (¢) bzw. (d) in Gebrauch

nehmen ; das Gleichungsschema ist folgendes :

GLNr. My ML ML

3 +1 -1 -1
(c) +1 +1 +1
(32) +1
(d)
(33)
(ii) +5 +4 42
(v)
(i)

M g.ll My

+1
+1
-1

+1

(vi) +2 +21+e) - 2w

(viii) -1 -1
{vii}
(iz)

+1
-1

+1

My
+1

+1
+1

+2

— % +2{I+0) +2

-1

-1

My My MG

+1 -1 -1

+1 -1 +1
+1

-2 -1 +1

-2 -1

-1 -1

+2 +21+a) — 20

My M M ';2

+1 +1  +1 =0
-1 1 41 =0

+2 +4 +5 =0

-1 -1 =0
—%¢ +2(1+e) +2 =0

Diese (leichungen sind ohne Schwierigkeiten nach dem Eliminations-

verfahren gelost; es crgeben sich folgende Werte fir die M :

My=— @%W 1070+ 41068 - 42408,

b+ —L1 (914 31160 4-1 06002 -+ 9306,

144N
Mh= 4Lt (154 2090+ 85602 +9500°
144 !
M= — L0 (151 1670+ 88202+ 2240r")
144N ’
e Pl 5 ‘ p) 3
Mh=+ (3 +-280— 1462 —112c5),

M= —:

—_
]

ol

l 2 ,
oA (1 4+ 180+ 460+ 400°,

} .81
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o Pl 2 3 i

.Z'IUQ'_—_‘_' (1—1-170'5—!—74:0(- +680¢ ),

3 2=+ —TT{S + 47 -+ 154e® + 1760'5'}),

Mis= + 144N(o+43a+2{8& + 85208),

M= — L 131 130 4007 — 440,
i 144N

M=+ 144N(o+17oa+2boa +44c”),

.ZL'H.:—-—K(I—I-lod-}-'?OOC -1-880¢ ), )

wobei

Ne=(14+3a)(1+ 114+ 166 =1 + 1o+ 490 + 43¢
Nach der Ermittelung der M erhalten wir aus {a) und (b)

Xyu=— 144N Ll (54 850+ 14607, )
Xan +m(1 + 17e+ B3ar®),
K= 3 N(1+l{oc+220c‘), >
K= +———(2+ 190+ 292,
Ap=— 144}\}_(5-1—610&—[—- 12267,
K= —m(n +9lr+110a2),

und aus der Gleichuno-cscrruppe (B)

Fan=
o1 =¥ V

.Rug:

ﬁ-z\'_r

Fay= + ‘*%Jj\ (8+ 8lo+ 620 4 4,

Faa—= + (°+280L—|-1190L - ]540&1)

Aug der Gleichungsgruppe (A) ergeben sich folgende Werte fir z:

(204 816cc41 145" + 1 125c%),

(3490 4 188¢c* - 22007},

63

.. (62)

.. (83)

. (64)
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a4 — L0 (21 4 8310t 1 40007 1 5640),
t 864 IV |
e 4 —EV (84 Be 420002 + 85207,
. 432 ETIN
pe +—EY (84 61ci 439202 1 484c), )
Se4 EIN

¢) Sonderfall a=occ (Abb. 40).

395

.. (65)

Bei verschwindendem Drillungswiderstande ergeben sich die folgenden

Werte :
53
Mi=—2 P, = —-2_ P,
' 7 ol 288 P J' 31 144
_‘I{%Pl\l\l\\ ] M .Mruz— ———P( J.II32= —%_Pl
o3 Mh=Mi=+ _24—5131 M= Mi=——1PI,
Za @ 17 216
S , 11
%’—ZXK/\& M=M= +-~—*——Pl Mu=Mp=+ 728PZ
563 55 o
T Bemirrgh  Re=tigh
Abb, 40. R P 40T
Bu=+3550 w=+ 179"
— 4 391 Pl” . L1 11 Plg
10863 EI’ nT V648 B
121 PI
i { =0,
== T10368 BT x
d) Sonderfall «==0 (Abb. 41).
Fir c=0 erhalten wir:
7
Mi= —Mi= —48Pl= Mi=—Mi=+ S_Pr;
M= — M= — Mi= M= ~é11 P,
M= — Mi= M= — Mh= 1% Pl
1
X, ———4’-22— —_—— Kya== _Pi,
n=2X 144.?1 =+ 5 ? (67)

(66)
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1 1 - i1
o= — (= + -— Pl N ———
KXo +144PZ, X -1.-36 3 3

144

H

L7 1 1
Rm: +-2—4Pl, -RL".’xRalz +ﬁ-P: R:Sz: +§1‘Pls
o, P 1 PP _, 1 PP,
M=o B T Tia Er T Yo BT
|
?/ Ll -
WPl ; 355_5”‘5_3%
& ~ - +|%]P|£[ ; s = NANS
, H--5:71
&Pl @ /(ﬁi o] 5 T
48 f \y’ IW}I’LI @ _IIIIIJ
+§$ TR u z: +3PL
i\ 'Eiﬂ: %:
-sgpt -5k T
Abb, 41a. Biegungsmomente. - Abb. 41b. Torgionsmomente.
§. Dor an dea vier Ecken unterstiitzte, quadratische Rost
mit 4x4 gleichen Feldern. Einzellast
in Mittelknoten.
1) Die Rand- und Symmetriebedingungen und die Unbekannten.
Wir betrachten nun einen 4 x 4- 4Y(5)
feldrigen, quadratischen Rost, der an. ~Lh <42 0.2 12 ,32,2
. : . N N
den vier Hckknoten unterstutzt ist, T 8
) .1
und denken uns an, dass eine Lin- lar L o1 of 21
zellast P auf den Rost in dem Mit-
telknoten wirkt. Im folgenden be- t
. ] ) |20 -1,0 0,0 1,0 20 i)
zichen wir uns auf ein Koordinaten- * T ®
system mit dem Ursprung in clemjll
Mittelknoten, wie es in der Abh. 42 i Bt ot i L 4-1
dargestellt ist. 1
Wegen der Randbedingungen L\)'Z"z /s Io,-z£ b2 __ahes
. . [ ! - ie— [ —
verschwinden die folgeden 55 Un- Abb, 42,

bekannten :
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s fir y==x2, s==+2,
R fir r=-+1, 0, —1,
und fir s=+41, 0, —1,
M}, und X, fir r=-—2, ‘
M fiir r=12,

LY und ¥V, fir s=-2,
und LY fir s=+42
Wenn eine Einzellast in'dem Mittelknoten wirkt, so gelten, wie man sich -
leicht iiberzeugen kann, zwischen den Unbekannten die folgenden Symme-
triebedingungen :
Mi=M} _sz=M2y =M", s=Lgp=L" ,==L% _.=1%
fir (&, 9)=(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2),
Mi=M, =M., =M., =L{=L" =L} »=L%
fir (v, 5)=(0, 1), (0, 2, (1, 1), (1, 2,
M =M, ,=Li.=L . fir r=+1 und+2,
mo=My o= L} ,=Lg _» fiir =0 und 41,
Xm:XIlJz)QuzX—I,n:: Yo=Yu=Yn= Yu,_1=0, " (68)
Xow=X_o1, o= =X o=—X 15
== Y—x, —-(r-np= - Y_s, po= — Ys, —(r =1y = I’vs,-
far (r, 8)=(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2},
Brs =%, s =2y 5= 2y, 5 TUT (1, §)=(1, 1), (1, 0), (2, 0),
B = R12 =% 17=%-1,2= 2 -1=21, 2 =23, _.1:'/:4,‘.2,
Ry=Rs 2=R_;3=R_y _..

Gemiss diesen Symmetriebedingungen sind 22 Unbekannten zu bestim-

men, far die wir wihlen: Ru, zm, zn, 2w, 2, 2n, M, M, M, Mi, M,
My, Mp, Mb, Mb, Mh, M, M Xy, X, Xa, und X

2) Aufstellung der Gleichungen.

Mit Benutzung- von den Symmetriebedingungen (68) erhalten wir aus den

Grundgleichungen :
aus GL (1) fiir die Knoten -

(00): 23{&-}-1’_{{0:—3—@—(&]0—21(\) I L R I R R .-.'--(‘_11)
I

01): 2Mf,‘1+ﬂf1§:li(zm-—--zu) (1Y),
M
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(02) : Qﬂjﬂn’x_;-{—ﬂﬂg:—fi-(zgg—zm) e ()
‘LL
(10): M+ 2(Mb+ M+ M= —% (e —2zat22) .o (L0
) MG+ M+ M) + M= —% (eo—2em +20) - oe (1)
(12): M&+ 20 ML+ M) +M2§=——f— (ny—222) oo {10)
p
aus Gl. (3) fir die Knoten
(00) : Mﬁj—Mﬁ.z.;_%Pd 8
(01): QM — Mo — M Mab+ Mg —M5=0 .. ... ... {3
(02) : QMG — D) — Moyt ME=0 e oo ereaee e en s (30)
(11) ME—ME—MA4ME=0 ooveirs ceevennnnn e (89
(12} Moy~ Mi— M+ M+ MA—ME=0 ................(35)
22) ; llfl’;—ﬂfsz;:—;-%}?ﬂ-l (39
aus GL (5) fiir die Kroten
(01) : X =M — My s et i e e (BY)
(11) : Xom Xy =M — ML e e et een . (B2)
(21 XK= —M e (BY)
02" : DX = e e e (B
(12). ,X’ﬂz_' "]2:]”;1 .‘................................(55)

(22): —Xn=Mz ... - (5)

und schliesslich aus GI. (6) fiir die Knoten
(D): B0 K= ——(eao—Zono o) + 2 — ML) + M~ M - (61
f.b

12): 6aXu= -;§ (o — 200 — 211 + 720) + 2( M — M)+ Mis— M. . . .(62)
f.&
(21) i BoXp=— E (,221 —Zny—2n+ zm) + 2(ﬂﬁi — ﬂ’fzto) -+ -ﬂfl’l - llﬂﬂ e (63}

- & . .
(22) H 80‘5}&22': ___m(zn—Qzﬂ)_;_Q(ﬂ{; —J‘r{é)-}-}r{]’z—ﬂ.{{l e ae e e e (64}

119

8) Auflosung der Gleichungen,
Zuerst erhalten wir aus der Gleichungsgruppe (3) fir die Auflagerreak-

tion :
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R:—;—P(SQ)

Durch Elimination von X aus der Gleichungsgruppe (5) ergeben sich
zwei Gleichungen fiir M: .
My — M+ 2(ME— M+ M —=M5=0, ....ovvveevo v (i)

ML+2MA- M =0, . e (WD)

Durch Elimination von z aus der Gleichungsgruppe (1) ergeben sich
eine Gleichung fur M:
3M -+ SMb -+ 2Mis+ Mol — 5 M3 — 400 — 2 M5 — Mo+ 2Ms+ Myi=0 . .. (idi)
Wenn wir X und 2 aus vier Gleichungen (8y), (62, (65, (6,) mit Hilfe
der Gleichungsgruppen (1) und (5) eliminieren, so erhalten wir vier Glei-
chungen fir M, und zwar
aus (6,) mit (1, (1) und (5s):

aus (6,) mit (1), (1) und (53 :
M4+ (14120 Mhy~20Mp—My—Ms8=0, ... ........c.... (V)

aus (8;) mit (1), (1), (1), (1) und (5 :
Mg+ M+ Mu+@A Fo)Mu—(Mu + ML+ ML+ ME)=0, .. (vi)
aus (69 mit (1), (1s), 1, (1) und (5 :
M Mb+ Mt (420 Me—(Muy+Ma+ Mh+ Mi)=0. {(vil)
Durch diese sieben Gleichungen und die fiinf Gleichungen (3,) bis (85)
kénnen die zwolf Unbekannten M bestimmt werden. An Stelle von (vi) und
(vii) kénnen wir |
(o) (Mip+ M) ~aMby—My—Mu=0................(viil)
(1120 (M5t Mi) —2eMb—Mi—My=0 ... ...........(ix)
in Gebrauch nehmen, welche sich aus (iv) und (vi) bzaw. aus (v) und (vii}
ergeben. Das Gleichungsschema ist folgendes:

Gl Nr. My ML, M, M}, Mh ML MR ML ML ML ML ML

@) 1 -1 =+Pf:
8,) +1 -1 -1 +1 -2 <2 =0
(80 +1 -1 -1 41 _ =0
(35) +1 -1 41 =1 —1 +1 =0
{35). +1 -1 -2 . FZ =0

() +1 -1 +2 =2 +2 -2 =0
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GLNr Mt Ml Mw Mo Mo Mh Mu My Mw Mk Mh b
(ii) +1 +2 +2 =0
() +8 +3 +2 41 =5 —4 -8 -1 +2 41 =
vy 1 +(i+e) —e -1 -1 =0
(vii) — o +(1+0) +(1+a) -1 -1 : =0
(v) ~-1 -1 +1 +{1+2) ~2 =
(ix) -1 -1 =0 F{1+20) +{1+2e) =0

Wir losen diese Gleichungen nach M durch dag Eliminationsverfahren.
auf, und wir erhalten, mit der Abkiirzung
N=(5+ 100+ 42*)(25 + 700t + 170%) = 125 + 600" + 885cs* -+ 4500 -+ 63¢r’, (70)
die folgenden Werte fiir M :

M= +ﬁ (27541 3550 4 2 0640 + 1 0700 + 1640,
My + (954 15504 2040 + 17007 + 280,
M= + - (50 + 2050 + 2330+ 1000 + 14a*),

-M—éj__—él— o(1+ o) (54-22),

My= 875+1 82504 2 114160 +2160"),
M=+ ( 95+ 1 0450+ 1 4580+ 720¢7* 4 108¢r?),

, (71
M=+ N L (1754 8650+ 1 8426+ 70208 + 1080,
J. .

Mh= +T% (25 + 850c-+ 5207 + 6oc™,
M= +;—}fr (175 + 8100+ 1 1340+ 6570 + 8202,

P 7\3? (125 + 6000 + S94of + 4555° + 68art),
i

-M-;'z: +

M= +1Pi (225+1 125+ 1 73202 - 89807 + 1360),

M= —ﬁ (25 -+ 7500 + 380 +‘>oﬁ)

Nach der Ermittelung von M ergeben sich aus (8), (35), (3) und (3
die folgendenr Werte fiir die Torsionsmomente :
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h

1=

. Pl

Xis ——%-a(uaxmza),

Koye= —1—PL (L+20) {5+ 200) (54 3a),

K= "I"'ﬁ (25+7505-|—380¢ —}-206%)

Avus der Gleichungsgruppe (1) erhalten wir far die Verschiebungen:

PP 9
- 9. 995 - 91504 1 044 + dddod - 20c
= EI [16 96N( +0160+1 Dddol +dddor’+ 0“)]
195+ 6450 4 1 0380 + 56407 4 526:*
[24 96N( +6450.+1 088’ +- 504"+ a)}
I [ _5@(75%25@-1-1 0920 -+ 6960 +92a)} - (78)
PP 8
_ S 0+ 2700+ 456 24
m=+Tz g 48N(5 + 2700+ 45607 4 2580 4+ oc):]
N er [g oL (25 -+ 1650+ 8360 + 2340 +520¢) .
7) Sonderfslle. &)
41 7
Mio= +136 Pl, Mo=Ml,=+—T 136 Pl
MS.J.: 27Pl: M11=Mll_+ 27.F3 @

272

136 \E
41 i
Mie=tosPl Mi=Mi=+3 ip, ‘ i
N

foo= g THr P T s mr
o5 pis 35 Prp

305 PP 245 PI? \ (74) m“mi

2=t e mr Tt o0 ED :
I 419 PP Mafasfd Bisgungsmomenta
205 T gge " BIC R NP
Mlo=My =M, =X=0, Abb 42,
B) «=0 (Abb, &a . b).
11
Mio= +EPZ’ Mig= +40Pl Mi,= +10P[ -M'iu=q,

3 9 1
Moy= 2Pl Miy= 4Pl ML=+gPl Mi=+ggP,
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. 7 1 ! 9 1
j.’[:)g:-""q:—opl, j[}:;=+§‘Pl, ﬂ[;_a':"‘s—opl, 1”%2:"'8_0131’
Xiim — Pl Xerm - Pl Xagm +5Pl Xip=0 [
-‘~11_—'80 3 ‘-21__80 3 - 22_+80 E’ «L12 =V,
s PE o ag I B
Foo=FTe0 "t Ere 0T tes mrr fre~ Vg T
L L0 P
P Ve R v T Vg0 ED
2\'%3 -1,2 02 12 /)Z,Z (ZNH—HH HI!*”H [T HI;IHO
' x E‘ +
-2,1 . 2,1y E}.g‘q; - | HI l ] H
215 =] =H:
sl 5'H HH = g
1 20 _ZJO§-.S__-...§) - — @ — u
? 3. 1% H — — =
— o4 £ H- — = +H
- 2] 8 H i K
= PR = PO L = N = 11 = -
— T -, - ™
= u% - =te H HEEH .
‘E 7 + 2
ez j-i-z 0,8 2 /Qz,-z —ql\ Benanannn T
Gy NHHIEDE prames LTI
a) Biegungsmomente. b) Torsionsmomente.

Abb. 44,

6. Der an den vier Seiten eingespannte, quadratische Rost
mit 4x 4 gleichen Feldern. Einzellast
in Mittelknoten.

1} Die Rand- und Symmetriebedingungen und die Unbekannten,

Wir werden nun einen 4 x4-feldrigen, quadratischen Rost untersuchen,
der, wie in der Abb. 45 dargestellt ist, an den vier Seiten fest eingespannt
ist, und wir denken uns an, dass eine Einzellagt P auf den Rost in dem
Mittelknoten wirkt. Wie bei vorigem Falle legen wir den Koordinatenur-
sprung in dem Mittelknoten.

Wir kénnen uns denken, dass dieser Rost 21 Knoten hat und demnach
im allgemeinen §x21=168 Unbekannten vorhanden sind. Wegen der Rand-

bedingungen kommen aber die folgenden 75 Unbekannten
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" ys)
Zrs fiir r=+2 und s= %32, |
. / L L ', "
Iy fiir die neun Innenknoten, [ P i ;
i
3 e /
ffs, L?'s, I-I‘Iwz-s: D und Y, far 'f'=—2: Dzl l-ns 0.1 41 a1
. - : 1
e Ly, My und Yo fir r=4+2, . 1
* . ’ - - /
-B-'[‘il‘.“) ﬂf:-s, L:l\, rN Lllld Y,.s fu]_‘ 5= _‘_2’ ; 2,0% Lo @ 0.0 10 zo/ @Xir)
. - 7
M, A, Li und X, - fir s=+2 “
“Briy 5-1 01 1,-1
1 T >
nicht ins Betracht. . ! 7
— | —f—1 ! !
Bei der zentrischen Belastung gelten, wie 2 | liz oz 7g-z 3
& ’ G %% %ﬁ

(68), die folgenden Symmetriebedingungen : Abb, 45,
Mi=Mi =M, =M., =Li=L% =L =L .,

fir (v, 5)=(1,1), (2, 1),
Mis=M, _=M'=M", =L Ll =LY =LY% .,

fur (r, 8)=(0, 1), (1, 1),

Ml,=M7, ,=L§=Ls - fiir r=41 und -2,
M =MbY, y=La,=Ly _» flir ¥=0 und 41,
Xo=Xu=Xn=X_10=Yw=Yu=Ye=1,1=0, \. ... (76)

-X;'SZX—{i'—l),;S: —X,, 5= —X_(,-_l,’ s
=Y s--n— Yoor=—Yi o-y=Y4s
fiar (r, 8)=(1, 1}, (2, 1),
Zre= e ==Zopar=2or, . TUE (1, 8)=(1, 0), (1, 1),
Ry=Ryu=R_s:=H 2=Rs 1=R, =R, a=R_,_,,
Ruy=Rp=R _»=EK_y

Aus obigen Betrachtungen folgt, dass die Anzahl der Unbekannten, die

wir zu bestimmen brauchen, 15 ist; diese Unbekannten sind: R, Ra, 2o,
zwy 211y My M, Mb, M, Mi, 33, Mi, Mu, X und X

2; Aufstellung der Gleichungen. .

Bei der Aufstellung der Gleichungen beachien wir die Symmetriebedin-
gungen (76) und dass S und 7' dberall verschwinden, und wir brauchen nur
das Achtel des Rostes zu berticksichtigen.

Aus den im ersten Abschnitt gegebenen Randbedingungsgleichungen
erhalten wir die folgenden sechs Gleichungen, und zwar
aus GL (I, 24a)

far den Kuoten (20): M;}.+2M;.,+_Z%-gw:o e 1
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ftir den Knoten (21): M’1'1+21|Ié1+?@— Zu=0.... ... (1
o
aus Gl (1, 25a)
fiir den Knoten (20): Miy—M4=Rarl.e oo (8)
, 1) M= Mbis=Ralooo oo (3)
aus Gl (I, 27a)
fiir den Knoten (20): o:li (o~ 2Mo 4+ MY oo (T
‘Ua
! (21) : B0 X —Tg—zn+2M§1+M§1 (T

Aus den Grundgleichungen erhalten wir die folgenden Gleichungen :
aus G1. (1)

fiir (00): ﬁﬂféh—f-ﬁﬁu-i——-]%_(zm—'zm)zo )

6
e

, (11): ]lﬂi;-!—2(ﬂ[h+ﬂf§&)+.ﬂf§1—f-~l@~(zw—qu):O (1)
"

w 10Y: Mu+2(Mi+M)y+Ma+ {zn—2e0)==0 .. .........(1)

aus GL (8)
tar (00): M;,'U_M;F'_]_%pz..................................(3,,

e

p (10): Muy—Mbh—Miu+Ma--20M0—~MD=0 ................(8)
o (1) Mu—MiL—Mu+Mua=0 .. .. i (8
aus GL (4)
for (10): 2Xn=Mi—Mh..(4); far (11): Xp—Xu=MhHi—M} ..(4)
und aus Gl (7a)

far (10): 0=— ﬁG (zn— 2z 20) — (M5 — M) —2(Mu —My) .. ... ATs)
n

L 1) eaxn=—-£—6—(zlrm)—mfzz-M.m—(M;;—M:'o) e (T
f,b

Wir haben damit sechszehn Gleichungen aufgestellt, von denen eine
Gleichung tberzahlig ist, und zwar leitet sich die Gl (7:) aus den Gl (7))
und (1) her, so dass es im Einklang mit der Anzahl der Unbekannten fiinf-
zehn unabhéingige Gleichungen gibt. '

3) Auflosung der Gleichungen,

Wir eliminieren zp, zo und zn aus der GL (7;) und der Gleichungsgruppe
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(1)Zund erhalten

aus (1) mit (1), (la):  MibMhh Mg+ Ms=0 oo ons,
L)

.. (iii)

aus (1) mit (1), (70): My+My+ ML My=0 .. e
anusg (71) mit (11), (12) . .ﬂ.[ w0+ 2J|Iou—|—211[01+ﬂ.[11——]u-1;—‘9.ﬂ.[°1—0 L
Aus Gl (4)) und (4,) ercreben gich

X21—~ (Mp—MWw)+Mh~Mu ooenn s
XHH (Ma—M) -

Wir erhalten dann .
aus (75) mit (@), (12): aMib—aMy+2aMi—(1+20) M}, — M} =0

aus (74) mit (b), (11), (12 : d]‘f:n—(l—j—&)ﬂf{g—ﬂf&_l-l-ﬂfh-l—ﬂf.lu:o .

405

i)

..{a)

.. ()

.. (iv)
- (v)

Damit haben wir fitnf Gleichungen fir M erhalten und mit der drei Glei-
chungen (3;), (3,) und (8;) kénnen wir M bestimmen. Zur Erleichterung der
Auflssung subtrahieren wir die linken Seite der Gl (v) aug der der Gl (iv)

und erhalten

Mo+ My+2e Ml —21 4 e) M —2M =0 .. ..(vi)
\Das Gleichungsschema fiir M ist dann folgendes:
Gl Nr. My M M M M Mh Mh Mha

(32) +1 -1 ' = +i—31
) +1 +1 +1 +1 =0
(3.) +1 ~1 -1 +1 -2 +2 =0
(it} +1 +2 +2 +1 -1 —2 =0
(i) +1 +1 +1 +1 70
{30 +1 -1 -1 +1 =0
3] o —{l+o) -1 ‘ +1 +1 =0
{vi) +1 +1 +20¢ —2(14 o) -2 =0

Diese Gleichungen sind nach dem Eliminations verfahren geldst; es

ergeben sich folgende Werte fir die Biegungsmomente :

M= +~— (2+150+ 22a%), M= ——(1+1Ioa+14o¢”},
.ﬂ.{iux —gﬁ(2+70ﬂ+4o€2)7 . J-j-[]O—" +_(1 + QCL': 4“2), (77)
Mh=— Mmq+1 L (14 901108, Mh=—Mj=—(1—)Lb

wobel der Kiirze halber

16N’
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T P 4+
gesetzt igf. Die Auflagerreaktionen ergeben s1ch dann aus (3) und (3, zu

qu——+w~(1-i-706+5oﬂz); WI—‘I'“S—*(H"M +80%) .. .. (79)

Aus {&) und (b) erhalten wir fir die Torsionsmomente

Pl
No=~— 34+ 10e), Xu=- 5+8 ce e (80
i 16N( + 05} 21 16N( + 05) ( )
Die Verschiebungen ergeben sich aus {1;), (1) und (13 zu
P 2
& 2 3
= 16BIN(1-I—140H— 4ee®)
_ Pr e 8D
=2 = 4+ ———— (1 + 19 + 32a7).
Z10 1 +4SELN( + 1¥a 4 020%)

4} Sonderfalle,
a) o=00 (Abb, 26).
Beim verschwindenden Drillungswiderstande erhalten wir:

-Lp,

52 \. Q
3 ; \

. 11
j!60=+5éPZ: Mio=~

1
~a6T b

. 1 N
M= — M}, =+ P, Wmé »é é i
1 e e (82) ®  Hll

Mfu':ML:O: =45, =0, E

M= Mige=

P

5 1
Ryo=+5P, =4+
20 5 Ry. +13P, -
2 Pl" N
Z10= =32z Z11=+5 f g §V§ N
39" Er N RN N
3 PI8 MaBsfa’B:egungsmomenfe
500=+%‘ T . 0 62430865,
b) =0 (Abb, 37 a u. b). Abb, 46, o=oo.
Wenn wir =0 setzen, go erhalten wir:
. Pl
Wiom—Mio=+Zl  Mio=-Mia=+5
-Pl
Myy= =My =M= —Mhy=+557
‘D FAd aq
Boo= -+ Ros= +35 r (83)
. 5 . 3
An“_a_zpf: Nya= E,Pl-
Pl3 Pis

wrr =T mEr
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Abb, 47a. Biegungémomente.
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Abb, 47b, Torsionsmomente,



