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ORTHOGONALEN, HOMOGENEN STAB-
ECKES OHNE AUSRUNDUNG
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Von Dipl.-Ing. Takeo Fukuda, Mitglied junior.

Synopsis.

I

Die vorliegende Abhandlung befasst sich mit der Bestimmung der Beanspru-
chung und Form#nderung des orthogonalen homogenen Stab-Eckes, welches als
eine in einem ebenen Spannungszustande beanspruchie Scheibe betrachtet werden
kann., Zunichet wird die Airysche Spannungsfunktion nach der Methode von
W. Ritz in einer Reihe von zweckmissip ausgewihlten Funktionen dargestellt.

Spennungen, Verzerrungen und Forminderungen werden dann niherungsweise
festgelegt. Schliesslich wird d1e bisher noch nicht geliste Winkeldndernng des

Stab-Eckes hergelelt.et
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EINLEITUNG,

Bei der Statik von Rahmenbauten wird fast ohne einziger Ausnahme die
Verbindung der in einem Knoten zusammenstossenden Stibe absolut. steif ge-
dacht, wie sie bei einem Fachwerk gelenkig gedacht wird.

Dass diese Annashmen uuter Umstinden recht weit von der Wahrheit
abweichen kénnen, wird niemand bezweifeln, der sich mit diesen Frageﬁ schon
eingehender beschéftigh hat. Dieser Umstand ist das Leitmotiv der vorliegenden
Abhandlung. -

Die Aufgabesbesteht in der Bestimmung der Spannung und Forménderung
des rechtwinkeligen, homogenen Stab-Eckes. Man kénnte nun meihen,’ dass
das Stab-Eck mit Hilfe der Elastizititstheorie durch -das Aufsuchen der
Airyschen Spannungsfunktion 'binsichtlich seines inneren Gleichgewichtes
vollstindig bestimmbar wire. Dies trifft jedoch nicht zu, weil das Stab-Eck
die Grundbedingungen der stetigen beben 'Bégrenmng des untersuchten
Korpers keineswegs erfillt. Das heisst -aber nicht dass es keine Losung
gibt, sondern dass man nicht imstande sei, sie’ durch. elementare Funktionen
darzustellen. ' : ' '

Hier muss man sich entweder mit Schiitzungen und willkiirlichen Annah-
men oder mit Niherungsldsungen behelfen. ~Jedenfalls wird man bestrebt sein
miiszen, die Fehlor, die dadurch hereincébra;cht werden, nach Méclichkeit
abzuschwachen, also versuchen milssen, an’ Stelle einer bloscen Schatmno'

w en:lo'stens eine Niherangslésung zu setzen.
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Abgesehen von der zahlreichen * Versuchsergebnisse von vielen Forscher®
tiber diese Probleme, sind die theoretische Behandlungen nicht so viél.

Im Jahre 1919 hat E. Posch einen Beitrag® geliefert. Dabei sind jeder
der beiden Schenkeln als ein auf dem anderen elastisch gelagerter Stab gedacht
und er hat die Theorie des elastisch gelagerten Trigers von Winkler und
Zimmermann benutzt. Dabei hat er sich leider beschrenk’ﬁ, nur die Verteilung
des Normalspannungen in den Randschnitten 04 oder OB zu berechnen
(Abb. 1). Diesvon ihm erhaltene Lésung ist eine sehr komplizierte Funktion
von trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen, die eine grosse Rech-
nung erfordert um sie auszurechnen.

Obwoll seine Lidsung der Wahrheit nahe zu sein scheint, ist man keines-
wegs dadurch klarer geworden, wie sich die Spannungen im Inneren des
Stab-Eckes verlaufen.

A. Jackson hat in seiner Dissertation® die Spannungen im Inneren des
Stab-Eckes erwiithnt aber behilt als Randbedingung die einfacheére geradlinige
Spannungsverteilung. “Deswegen kann man auf der Genauigkeit seines Ergeb-
_nisse kein Vertrauen setzen.

A. und L. Féppl haben in ihrer Werke ,, Drang und Zwang '™ den Weg
gezeigh, mit welchem man den Spannungszustand in einem durch reine Biegung
beanspruchten Stab-Eck berechnen koénnte. Dort ist der Satz iiber die

kleinste Forméndernngsarbeit benutzt aber die vollstindige Rechnung ist nicht
durchgefiithrt.

1) Die wichtize Arbeiten hieriiber sind :
C. Bach: Forschungsheft des V.d.I., Heft 4, 1901.
Elastizitit und Festigkeit 1911, 8. 508.
0. Honigsherg: FEinrichtung fiir Versuche an beanspruchten durchgichiigen Ké&rpen in
polarisiertem Lichte. (Zeitschr. d. Oesterr. Ing.-Arch.-Vereins 1908, Nr, 85.)
K. Wieghardt: Forschungsheft des V.d.1,, Hefs 49, 1908.
E. Preuss: Zeitechr, des V.d.I. 1912, 8. 1349 uf.
Forschungsheft des V.d.1., Heft 126, 1912.
W. Birnbaum: Optische Untersuchung des Spannungzustandes, (Zeitschr. f. techn.
Physik 1924, 8, 143.) ‘
Th. Wyss: Die Kraitfelder in festen elastischen Korpern 1928, 8. 308 u. f.
Z. Tuzi: Photograhic and kinematographic study of photo-elasticity 1928, (Seci. Papers
of Inst, Phys. Chem. Research, Tokio, No. 149.)
Journal of the Civil Enginesring Society 1928, Vol. XIV. No. 3.
2) E. Posch: Das homogenen Stab-Eek 1919, Verlag von Oldenbourg.

8) A. Jackson: Spannungsline bei Beriicksichtigung der Iokalen Presssungen gy, Disserta-
tion, Stuttgart, 1917..

4) A. und L. Foppl: Drang und Zwang, Bd. 1, 1924, S. 340,
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Das in der vorliegenden Abhandlung benutzte Verfahren ist die Methode
des jung verstorbenen Gottinger Mathematikers und Physikers Walier Ritz.

Zuerst wird eine an sich mégliche - Spannungsverteilung im Stab-Eck
aufgestellt, die allen statischen Bedingungen genfigt, ohne Ricksicht darauf
ob sie nun tatsdchlich zu erwarten ist oder nicht. Zu dieser Spannungsvertilung
wird eine Reihe von zweckmiassig ausgewihlten Spannungsverteilungen hinzu-
gefiigh und um die dadurch sich ergebende Fehler nach Mbglichkeit abzu-
schwichen, wird der Satz {iber die kleinste Summe der Feklerquadrate im
Gebrauch genommen.

Es sei hier noch bemerkt werden, dass in dieser Abhandlung nur die-
Stab-Ecke ohne innere Ausrundungen oder Vouten betrachtet werden. Der
Verfasser bemiiht sich zurzeit um den Problem der Stab-Ecke mit der inneren
Ausrundunger'l‘und hofft dass er bald das Ergebnis verdffentlichen kénnen wird.

Schliesslich hofft der Verfasser, dass diese kleine Arbeit dem Praktiker
fiir die zweckmiissige Annordnung des Rahmenwerks niiztlich sein mége und

den Theoretiker zu forschender Mitarbeit anregen mdoge.

I. AUFSTELLUNG DER GRUNDFORMELN.
1. Ausgangsspannungsfunktion,

Wir betrachten jetzt die in Abb, 1 dargestellte Scheibe, die nicht nur
durch Momente M’ und M7 sondern auch durch Normal- und Querkriifte belastet
ist. Die Spannungen in der weit von dem Eck entfernte Schenkeln lisst sich
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Abb, 1, Abb, 2.

leicht in bekannter einfacher Weise berechnen.
Wir betrachen aber jetzt nur die Eckscheibe, die durch Abb. 2 dargestellt
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ist.  Hier sind die Schenkeln- weggeschnitten, so dass nur noch die Eckscheibe
iibrig geblieben ist. Als Lasten denken wir an den SchnittAichen z=0 und
=0 die in Abb. 3 dargestellten Biegungsmomentie, Normal- und Scherkrifte.
Die Kanten x=¢ und y=> sind frei von Lasten. Die Diéke der Scheibe ist
der Kirze bhalber als Einheit angenommen.

Als Vorstufe zur gesuchten Losung wollen wir zuerst eine an sich méogliche
Spannungsverteilung in der Scheibe aufsuchen, die allen Randbedingungen
streng gentigt. Dazu gelangt man ohne besondere Schwierigkeit, indem man
die geradlinige Verteilung der Normalspannungen und die parabelfdrmig ver-
teilten Schubspannungen an den Schnitten ©4 und OB voraussetzt.

Auf diesem Wege finden wir als Airyschen Spannungsfunktion

MB-{ B2 (B0 —2x) + o'y (8h — 29) — 2%y Ba — 2)(3b— 2 }

1
F e 0 ) 2
TR %OJZPE {6 —2) (2y—8b)  + %% + %ng {(b— %20 —3a)e™+ T
()
- , 1 . 1 p
worln JIU=MQ+—-9--6Q—_—M.+TaP A &)1

Bezeichnet man mit
X, ¥ die Normalspannungskomponenten parallel der x, y-Richtung,
s

7 die Schubspannungen parallel der », y-Richtung,
so bekommt man aus Gl (1) far die Spannungskomponenten

Xo= ‘9;,;‘:“ = (@C;bﬁ)- {6 Mo(a + 22)(b — 2y) — 8a*P(b— 29) + *Q 0 + 2w)}
v F4 )
Y= f”a L3 (b“;'!g) (B30 —22)(D + 29) + a*Plb + 29) — 31 Q(a— 22)} H(3)
X a i
. FI _ 8la—2)b—y) (. . s
Ti= "= 236 Moy — @ Py - 5*Q 2}
’ éxoy a’h® 63wy — " Py~ Q]

und man fiberzeugt sich leicht, dass davon die Randbedingnngen an allen vier

Réndern erfullt sind. Aber sie geniigt der Differentialgleichung

4 ¢ 170
Aap=F o #F _ OF _

= 0
ot ax'ey oyt

—
=y
g

nicht, die die Spannungsaufgabe erst zu einer eindeutigen macht.
Der Spannungszustand F, wie wir ihn der Kiirze halber nennen wollen,

ist ein Spannungszustand, der wegen der elastischen Eigenschaften des Korpers
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nicht wirklich bestehen kann. Wir konnen aber I als einen Ausangszustand
betrachten und ihn so weit verbessern, dass er sich dem tatsdchlich zu erwarten-
den Zustand F moglichst gut anpasst.
Dazu kann man nach der Methode von Ritz gelangen, indem man
F=FytouFit+cFet . o o. .. = B Fy e (D)

setzt, wenn unter F, eine Spannungsfunktion verstanden wird, die die Rinder
p=¢ und y=b der Scheibe frei von Lasten lisst und an den Schnitten
=0 und y=0 keine Momente und keine resultierende Krifte auftreten ldsst.

o, ¢ - - .5ind die Freiwerte.

2. Ansatzspannungsfunktion.

Die Ansatzspannungsfunktion F, muss zwar den im vorigen Paragraphen
gegebenen Bedingungen geniigen aber sie ist sonst eine beliebig erdachie
Funktion. Nur muss die Reihe (5) im Bereich der Scheibe eine konvergente

Reihe sein. .
Wir wollen nun die Ansatzspannungsfunktion auf
- bt . 2 et
ZOC'HUBEim:Zwmn(CUE+'y2)(1“i)”‘f (1—%) P (6)
a

Mmaz=id eyl
setzen, worin m und 7 irgend zwei ganze Zahl sind, die gleich oder grosser

als Null sind. Ob diese unendliche Reihe eine konvergente Reihe bildet,
lisst man fiir das spiteren Studium tiber.
Aus (6) erhillt man fir die zu F., gehdrige Spannungskomponenten:

azF 1 T m+2 7 n a
XK= — 1— ) (1—"JJ). 2% —4(n 4+ 3)b 3\
P I . 5 [ (n+3}by

+(n+3)(n+ Dy’ + (n+1)(n +2)7],
Ynm: & :‘—17(1 - HL)?:L(:I. - i) ¢ -[2032— 4:(m + S)CE’L
oz a T b '
+(m 4 3)(m+ 42’ + (m + L)m +2)3°],
& Fan_ 1 ( 2 )“““( ) )”“
Tnma:— _— 1""_' . 1_——- ° 2 +2 0= )
dxdy  ab o b (2n+2)( o
+2{m + 2B — )y — (m 4+ 2)(n+ 2"+ 47, /
und aus ihnen kann man sich @berzeugen, dass sowohl Xy als T flir 2=¢
und ebenso auch Y. und T, fur y=> tberall verschwinden.
Fir die Schnitten OA4 (y=0)

fu-a Yol = [( .%-‘_:L’L )yuo] :




7 Spannung mnd Forméndermng des orthogonalen, homogenen Stab-Eckes:: : 439

fu mdw__[( 3 Fnn ) ]0 '

#=0

fo‘a(ﬂi - —g—) Yol = [( _ ?) Bg;:,,, ) ---(F,.,m)wn]:

y=0

Die partielle Ableitungen von Fu. sind

B

o (1) (- ) 20 g—G+23 0|

und sie verschwinden fiir x=%=0 und x=a, y=0, so dass

L3 ) a a .
f Klb’?ﬁdm:oj f Tmnd:x=0; f (""‘T)}vmndﬂ:ZO-

Sie bedeuten dass der Spannungszustand Fn, in den Shnitt 04 keine
resultierende Krifte und Momente erzeugt. Dasselbe gilt auch in den Schnitt
OB (z=0); und man itberzeugt sich hiermit, dass die Zufiigung von Fu. zu

F, die allen Rand- und Gleichgewichtsbedingungen nicht stort.

Fiigen wir die 20 > 0ims Fu. gehorige Spannungskomponenten aus (7) zu
den aus (8), so erhalten wir fir die durch Zufﬁ‘g“gng vOn 6wy Fun verbes-
serten Spannungskomoponenten

%bs

4 la— 2;) Z“mn(l‘""““)m( 'y)[2b2 48y

m,n-sl:l i

_ lo—o¥ [6 My + QQ;)(b 2) — Sa”P(b 249) 4 b Q(a, ¥ 2’::)51 )

+(n+ D+ Dy +(n+1)(n+2)m'}

v == 16? B 16 Mo~ 20)(5+23) + 0*P(b+ 25) — 36 Qo 24)]

(b 'y) Z'oz,,m(l——) (1— ¥ )[2a, —4(m + B)ax ( 'f(g}

m,n=0

+(m+3)m +:4)m' + (m+ D(m + 2)?;2]_
a®

(1———) (1 ¥ ) [‘)(n+‘>)(a-—a,)m

mnﬂ

+2(m + 2)(b—y)y— (m+ 20+ 2)"+ )T
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3. Methode zur Bestimmung der Freiwerte.

Wir siad jetzt in der Lage, durch passende Wahl von Freiwerte .. den
‘Spannungszstand F dem tatsichlich zu erwartenden so gnt anzuschliessen, als
es nur irgendwie verlangt werden kinnte.

Der Satz von der kleinsten Forménderungsarbeit, der in vielen solchen
Fillen mit Erfolg verwendet werden kann, scheint fiir unsere Aufgabe nicht
geelgnet zu sein.  Vielmehr geht man besser von dem Satze tiber die kleinste
Summe der Fehlerquadrate aus.

Wir wissen dass die richtige Spannungsfunktion der Differentialgleichung
{4) geniigen muss. Deshalb haben wir die Freiwerte so zu wiahlen, dass sle
die Summe der Fehlerquadrate moglichst klein machen. Hiernach mitssen
wir das tiber die ganze Eckscheibe erstreckte Flichenintegral

| f1aaF audy= [f [ afay + *; yF ]dmdy

nach om. differentieren und den Differentialquotient gleich Null setzen. Wir

bekommen dann ebenso viele Gleichungen wie die Freiwerte von der Form

AAFPdndey=0 .. 1D
ammf [AAFPdudy= (10)
dh ff[AAEnn AA F,+ZocmnAAan5]Cf:vdy=0..- e e (103)

Diese Gleichungen sind linear in den Freiwerten und die Auflésung nach
ihnen witrde dann den der Wahrheit am néichsten kommenden Spannungs-
zustand lefern. Fiir diese Rechenarbeit werden hier die Werte von AAF,

gegeben:
AAFy=— (a—20) (b —2y) + (b—2g) Po*+(a—22) Q0] (1)
&AE)W‘,:W (CL ’L)m— (b h—)n—z.

[16 (@ —2)(b—g)* [+ 1)(n + 2)(0 —2)* + (m+ L)(m + 2)(b — )*}
—8(m+2)ale —2)(b—y)*{ (n + Vin+2)a —=f + mim + (0 — )}
=8(n+2yla — b —yinln+ Vie—af + (m+1)(m+2)(b ~y )}
—I—(L + 3 (n = 1nln 4+ 1{n+2)(a—a) ‘

+2(m 4 1)(m +°)(n+1)\n+‘>)(a—1) (D
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+ (= Dmm 4+ D+ Db=g] - (12)

II. NAHERUNGSLOSUNG FUR DIE SPANNUNGEN.
4. Bestimmung der Freiwerte fiir (Z"’) 0,1.

" Fir eine Niherungstheorie muss man eine méglichst weitgehende ADbkiir-
zung der Rechenarbeit anstreben, so dass es als geniigend angesehen werden
darf, wenn die Rechnung fdr (?;’):0,1 durchgefiihrt wird.

Setzt man (2‘):0,1 in (6) ein, so folgt
F—Fu-l— (,L ;ll;zf) {a ‘L)z(b -—J)g[locuuab+ocmb(a—a;)
+analb—y) +onla—z)(b—9)] .. .- (13)
Aus Gl (11) und (12) erhalten wir '

AAF,= ——%gg— [6.3/1},(@-—2{:;)(5—2@ +a*P(h—2y) + bEQ(.a,-—?;v):!

AAFy, = = 2+ (20— 3%

3(b— y)2(3a 5x)+ Sla— 1)(b‘ 6by +6y") ]

a’d® Li{g—2)(4a® —1401-{-13@)

— % —_ [23 . 2_- : .'2
AAEJI:%'[S(G ) (362 By)+3(b yﬁ)(a Gax + 62 )]
a®* L4 (b—y)(4b*—14by + 13 o)
: —a)(8b -5, h—4)%(8a—Ex)- ‘
AAFILZ RE (Cb ’l,) (Sb ;’y)-]-(o y)( o ’C) ]

&b L {a—a)(b—y)(a*—8ax +102* + b* — 8by + 10y

Man erhili dann
[ 1 .
f f AAF - AAFpdady= “% (bP+af)=l - \
v o o b“ .

(15062 M,

& H) ) 8
AAF,- wdy = —
‘fu' £ d v AAFmd Ld’y 5“’3[_)3
+ 150D P + (27a* + 50025 @ ] ==l
AT s |
fn fu AAFy- A Fadudy=——— = [1500"H,
+ (50@'Z + 27b2)aP +15e°hQ1=l;
fo fn AAFy AAFudrdy=—— Sb*

+ (2504 96D P+ (9a* + 25670Q =1,

[90(& +b%) My
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b
f ’ [ (@AFayavdy= 62 . gb‘, (110* +800%5 + 1159 =k,
0

0
[ f )(AAED)zdxdy=~g§H_ g (640" + 1050 4 1826 =k;
0 o

" oaa b
[ [@aR =22 *b” (1824* +105a‘b’+54b‘) B U
f (AARYdxd 288 L (et + 50 4 4l =t
u)fdedy= . sbg a +ca "+ s
f f AAFy AAFudndy=—2. — 5 (64a¢ TG 42k
f f AA Fyp+ AA Fududy=' 3?. 5 " 4645 =Ty
f f AAI*’{,Q-AAFudmdyzwgw.s—zﬁ(G 20° + 1056752 + 62b%) =
0 0

i1 /]
[ [ 28R 8AFodzdy= 2 : W +6en) =l
0 v *

I ]
f f AAFyr AAFududy— 38 (440 + 12508+ 238b") =iy
13 0

3bB

L] 48
fu fo A0Tnr AAFududy="2 . —

L (9384% 4 19507+ 44b)=F. /

Setzt man diese Werte in Gl. (102) ein, so ergeben sich
. Frcton + Factio + ksctor + By o + 1 =0
kot 4 ksetan + kaoton + ko7 oty 4 1a=0 L R i 3
Fesoton + kaotrn + ksotn + ko cn+ ls=0
kttoo + Fer0tao + Feotor + kg + 1, =0.

Die Auflosung dieser Gleichungen nach die Freiwerte wird dann den
unter den gebotenen Méoglichkeiten der Wahrheit am nichsten kommenden
Spannungszustand liefern. Es sel hier noch bemerkt werden, dass die Koef-
fizienten ki, k.....fir die gegebenen Abmessungen des Stab-Eckes konstant

und L, I..... linear in Bezug auf M;, P und @ sind. Die Freiwete ey,
Cg, - -+ .5ind auch linear in M,, P und @ und haben die. Dimension der Span-
nung.

9. Spannungskomponenten. -

Setzt man (?:):0,1__ in GI. (9). ein, s0. bekommt man die Nﬁhéruﬁgs—
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lésung fir die Spannungskomponenten in der rechtwinkeligen Koordinaten:

X=Xp+20=2) (Cb ’E) [ b{a,ctuo+ocxu(a—~a;)§(:c’+b“—6!)y+6y2) ]\
@ Lt fava +onla—a)} (b—y)(8a*+ b~ 8by +1047)

Y=Y, 42074 (b— y)2 '[ G{bOfvuo-l-Ofoz(b——’y}} (62“6&',5{: + B2+ yz) ]
o + {boup+ ctn(b — )} (@ —2)(6* — Sax + 102* + 849

L (16)
200 (0 — 25) § 2betgo + 3ot (b — )} -

P (a—fr)(b ) +2by (b—24){ 2a 00 + Sot(a— )}
a’b’ +2 (0 —2)(20~52) { 2boto+ Sou(b— 1)}

+9 (b —9)(20—59){ 2a0m + Ber(a—2)} _|. /
Hiermit ist die Aufgabe, die wir uns gestellt hatten, im wesentlichen

geldst, denn nach Einsetzen von on, Gy o und e aus Gl. (15) in (16) kann

man die Spannungen fiir jede Stelle des Stab-Eckes ausrechnen.
Insbesondere fir die Schnitt 04 gehen Gl. (18) iiber in

=) [ara(H)ral2) e (2]

Y= Bg+Bl( )+Bz( " )-;-Bg(—z_)s N rp)

r=(2)(1-2). [oro(2)ea(2)].

wobei der Kurze halher gesetzt gind;

Av=—L (6 Hy—3aP+ Q) +2 (cim+ ot oty + o), \

A],:?z— (Gﬂﬂro-]- bQ)—'2 (al()"i'mll)s

A,=2 ;,; (eton + 020+ ot + Boty),
T e
Adx= —“2% (Dﬂw+30¢11)=

.Bu:L‘. (624 aP—30Q) +2'(dm+0ﬁ1uﬁ-05()1+0511)’
= 2 L ....(8)

| Bi= —% (2My— b@) —6 (2ot + Sotsy + 20t + 3enr),
B;=12 (auu+3ﬂ1u+“nx+3“11), Bi= —,-20 (et + 051_1),
Co=—06—" Q +2 — (2eip + 905:0+3°‘0L+30511):
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C’l = — % (SOCm -+ 14.0510 + 190501 -+ 210511) ,
(=5 % (2061 ok 30;1:)-.

Durch blosse Buchstabenvertauschungen (X, ¥), (a,0), (P,Q), (z,9), (oto,
o) kann man die analogen Formeln fir die Spannungskomponenten lings
des Schnittes OB (x=0) erhalten.

Bemerkungen.

Hier sei noch besonders hervorgehoben, dass in der néchsten Umgebung der einspringenden
Ecke besondere Spannungserhdhungeén zu erwarten sind und fiir den Grenzfall 4=y =0, ¥Y=F=co
werden. Man Eann natiirlich von der vorliegenden Ni#herungstheorie keine unmittelbare
Auskuanft dariiber erhalten, weil unsere Losungen keine singulire Eigenschaften filr x =y =0
besitzen. Auch wenn wir die strenge Lisung erhalten konnen werden, werden sie In dieser
Hinsicht nicht mehr gelten, da die Beanspruchung des Baustoffes in der Umgsbung. des
eingpringenden Eckes ausserhalb der Elastizitdtsgrenze liegt und der Hookeschen Gesetz nicht
mehr gilt. Aber sonst wird unsere Niherungstheorie eine hinreichend genaue Liésung liefern,
was man sich von der Eigenschaften der Methode von Ritz iiberzeugen kann.

6. Spannungskomponenten in Polarkoordinaten.

Fihrt man die Polarkoordinaten # und 8

y
(Abb, 3) statt der rechtwinkeligen Koordinaten s g e
{z, 4) ein, so bekommt man fiir
o die Normalspannung in der Richtung r
3 LT
yvon r
o; die senkrecht dazu stehende Normal- -
spannung 3] Tl
7 die Schubspanrung, die in den recht- T
winkeligen Schnitten des Polatkoordinaten- ! Abb. 3.
systems tbertragen wird
1 &#F 1 &F
PRNEE SPA S S .
¢ r ar
2
I RN ¢ 1<)
or” :
é (l oF )
T=—— | ——
ar \r o@

Oderd urch T‘i'ansform&tion bekommt man
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or= X cos’8+ ¥ -sin®@+2 sind cosl - T [
go=X+sin®0+ Y cos®@—2sinfeosd- I ¢ ... (20)
T=:5inf cosB('Y— X))+ (cos™@—sin®d) Tj
Am Wichitigst-en kommen die Spannungen lings des Diagonalschnittes

OC in Betracht. Setzt man nun

E=Ya*+ ¥, sin 3:%,_ cosﬁ:'%‘

¥ L

”
und W=,y
E
g0 bekommt man fir den Diagonalschnitt

S [ {66 Mo— 3P+ bQ)+ b (6 My+aP—36Q)}
a’b n?

: 4 Y Pt bat—6ab? + 3690

‘—)‘ 1 3] [ . J ’ > 2
+ 2{ — %(a; —3a¥F + 0V My+ coa* —4a’V* + B*) }fw
+ 2§ otgles* — 620" + 3bY) + o (Bt — 6a?D* + 5) (1 — aw)ad®
+Been (af — 368 4+ b1 —w)ut ‘

+ ?.f&zbz(]. — 'w)z . { Clop -+ (oe'-m + Odm)(l_‘fl 'w) + Oﬂu( 1 - w)gg]

0‘;_“«(1 w)? ['12 J “—Ct-P‘—bQ)+050|.J+éé10-l-"0¢u1+‘0ﬂu

+ { ;02 - 13(0610""-“01) - 160&11]’%‘
.._.3{‘?:2 ) — Setgg— 11 (oo + 0601)—-"1905;11-102 : p (21)

-7 iS(OCm + 0501) + 100511} w® J- 2805111,04]
(1‘“‘”’ [1 BB, + « P—35Q) — 6X(6 My — 24P+ 5Q)]
" 0{ (28 3a"‘(I—mP— ocm) (32— 20 )(— 50— ocm)

+ 9267 — b (o + an>}w

., .2/ 30 - 2
+'2_-‘l'\,(t'"—, D';( _;w Ly — et = 110{1:)4— dorp(3H* — 20"
13 . P . B
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+4an1(ébz—3a2)}w2
2 {16(a*— b%e + 3ot 20— 8*) + o (8 — 207} w®
-—14ocuw*].
7. Hauptspannungen.
Die Grosse der Hauptspanmeen beim ebenen Spannungszustand sind

.0,_":31+Y V(X— )+T2

2

und der Winkel ¢, der die eine Hauptspannungsachse (oy) mit der z-Achse’
emschhesst ergibt sich aus-

27 -
g2 -7 (23)
Der Maximalwerte der Schubspannungen ist
——
-r,,m;i-]/(‘xgy) e (20

Der Winkel ¢/, den die Schnittrichtungen, fiir die die grosste Schub-
spannung sich ergeben wird, mit der z-Achse einschliesst, ergibt sich aus
XY O

27

Daraus folgt dass die Winkel ¢ und ¢’ sich um % unterscheiden. Die

tg 29’ =

Vorzeichen in der Gl. (24) sind gleichgiiltig, da sie nur durch die willkiir-
liche Festsetzung dariiber bedingt sind, in welcher Richtung Twe. als positiv
gerechnet werden sollte,

8. Hauptspannungslinie und Hauptschublinie.
Die Differentialgleichung der Hauptspannungalinie bei einem im ebenen Spannungszustande
gespannten elastischen Korper sind

gy XY [ X-F\E o
a8 ep _\/1+( ........... NOPPRP (26)

1) Als Tensorlinien sind solche Kurve gemeint, deren- Tangenten mit einem der Hauptten-
soren der betreffenden Punkte iibereinstimmen. Als solche sind zu nennen: Hauptspannungs-
linie, Hauptschubspannungslinie, Hauptdehnungslinie und Hauptschiebungslinie u.s.w.
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Diese Differentialgleichung stellt wegen der Vorzeichen des zweiten Gliedes zwei "Systeme
von senkrecht aufeinander stehende Eurvenscharen dar.

Als Grundlage fiir die Hauptschubspannungslinie wird die Maximalschubspannungen ange-
nommen. Als Differentialgleichung fiir die Hauptschubspannungslinie ergibt sich aus Gl (25)

Lty Y__\/1+(;TI,) .......... rrreeenen (D)

g0 dass es auch zwei Systeme von Hauptschubspannurngslinien gibt, die sich avfeinander recht-
winklig stehen. Beide Systeme weisen an ihren Schnitipunkten die gleichen skalaren Werte auf.

Die Integration dieser bifferentialgleichungeu (26} und (27) igt jedoeh fiir unseren Fall
unmdglich, so dass man gezwungen wird, sich mit Niherungs- oder Graphischemethoden zu
behelfen,l

III. ELASTISCHE FORMANDERUNG.

9. Rekapitulation der allgemeinen Theorie.

Als Einpleitung zur weiteren Behandlung der elastischen Forméndernng im Stab-Eck sollen
hier einige Teile der allgemeinen Theorie fiir den ebenen Spannungszustand kurz rekapituliers
werden. Hier sollen bezeichnet mit

£, 7, ¢ die Verschiebungskomponenten eines Punktes (, y, #) parallel der =z, y, z-Richtung;

&r, &y, &2 die spezifische Dehnungen oder Verzerrungskomponenten parallel der x,y,z-Richtung;

gmy, fus, Yo die Winkeldinderungen, welche die zwei Strecke dz und dy, dy vnd dz, baw.
dz und da erfahren;
dabei die z-Achse senkrecht zur xry-Ebene genomen wird.

Dann bestehen zwischen diesen Grissen die folgenden Beziehungen

PO, S | S 4 ,
2x ay’ 2z [ (28)
_9E . o L . LI
P T Tt ay =0, gm=g =0 )

8ie sind mit den Spannungskomponenten gekniipit durch

), emgrnX). eep@n | e

1
Yy =E'T,

worin # den Elastizititsmodul, & den Schubmodul und m die Poissonsche Konstante bedenten.

Wie man daraus sieht, im Fall des ebenen Spannungszustandes in ay-Ebene, ist jede zur
xy-Ebene parallele Ebene spannungsfrei, doch sind die Verschiebungen &, 7, { im allgemeinen
nicht unabhingig von z. Insbesondere verschwindet die Verzerrungskomponente €: nicht und

ist amch niché konstant.

1) Fiir die graphische Niherungsmethode zur Ermittlung des Tensorlinienverlaufes kann
man aus Th, Wyss, Die Kraftfelder in festen elastischen Edorpern, 1926 (S 181 u.f.) Kenninisse

erwerben.
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Wir wollen aber jetzt einen quasiebenen Spannungsznstand anmehmen, d.h.

Dann folgé

9% 1 (. _8y 1/ 01
“T% T E (l Y)’ ) o (} m “) ) n

Y ’[ ................. (33

L

7"’”‘31, +E);r:_ G’T i
und

98 o2&
1 avammt—J = - 'i
ee=l, = D s (31

Dies heisst dass die Ebene parallel zur ay-Ebene davernd eben uand parallel bleiben. Bei
Seheiben, deren Dicke im Verhiltnis zu den fibrigen Abmessungen klein sind, besonders wenn
es gich um Kdrper mit grossen Elastizitdtsmodnl handelt, sind die Abweichungen von der
‘Wahrheit ausserordentlich gering. Die Poissonsche Konstante m sind fiir verschiedenen Stoffe
stark voreinander verschieden, so dass fiir Ndherangstheorie es als geniizend angesehen werden
darf, auch wenn man m=o20 setzt. Setzt man m=00 in Gl {30} ein, so fole:

98 1 ar 1 ., EH a1
= ;& 1% ’ _—- ——===T 30
gy I s By 64, N T (30 2)

Aber ungere vorher erhaltene Losungen fiir Spannungskomponenten geniigen den Gl. (30}
oder (30a) nicht, da sie der Differentialgleichung (4) nicht geniigen. Tnd hier wird man auch
gezwungan sich mit einer Niherungslésung zu bhehelfen.

10. Aufstellung der Niherungslosung.

Wir wollen nun

1 - 1 2aF -
—_— "-_ ——
£= Dr Xda - +j () 4+ K3

32
1 1, @éF > ] "
= Ydy——- )+ K
E [f v m oy TR+ LJ

setzen, wobei fi(z) und fi(y) irgend zwei Funktionen von x bzw. von g und
K: und K; zwei Konstante sind. Dann sieht man leicht dass sie den ersten
zwel “Gleichungen von (30) oder (30a) geniigen.

Die zwei Integrals in {(392) lauten

f&cﬁ'-—_—%-[,ﬂﬂ,(u+t)(6 Oy)—fu"’P(?)*-‘?y)-l- bQ(€t+’b)]

tma (=2 V(D — )"
St (m+ 3)(m + 4 m+B)a™ "2 ‘ r(33)
Jln4+ Din+2){26¢* 4+ 2(m = B)az + {m + 3)(m + 4)2*}
+(m+4m+5){20°—4n+3)by + (n+3)(n + g}
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/

17

analoge Formel fir [ dy.

Die Ableitungen von F lauten:
OF o o—2)b—y) 123D+ 2) ~ 5]

o TEN

e« O

(e (88— 299" + 2 (b + 23 (6 — )"}
r(34)

P
+ ab®
— VRl N2 ’

+’Z‘ Clon (a' ﬂ') * (b y) {21‘(“—1) - (Wl' + 2)(-1’2‘!“ sz} i

M3 N2
a™ b

ey 14

analoge Formel far f;i
Yy

Um die Verschiebungszustand eindeutig fest- S
8

zustellen, haben wir irgend eine Basis fiir die

Verschiebungen anzunehmen. Als solche Basis

wird hier angenommen, dass der Punkt O keine

Aenderung seiner Lage erleidet und der Punkt )
¢ ‘nach der Forminderung sich zur neue ILage i A
(. verschiebt, so dass die Richtung OC' mit der \'_/__~/~—l
von OC zusammenfillt. (Abb. 4)

Dass heisst dass wir annehmen:
far xz=y=0 E=n=0) ' 35)
T s 14

fir w=a, y=> Erg=n:b. |

Wir haben nun far 2=y=0:

OF _9F o, fla)=fiy)=0,
o oy

und fir z=a, y=0, .
fng;zfmyzo, OF _p oF o
o ey
go dass aus Gl (32) und (35) sich ergeben:
K=t {316~ 0P+ 250

2 o — S+ Dn+ 2)a’ 4+ (m 4+ 4){m + 5)b°}
* Z (m+3)m+4)(m +5) : : ) 7 ], L (36)

Ko=-2| 8+ TaP—bQ
i 2

’OZ‘JJ'HL ; , . - 2 ; 1 2 bg }
+2§ (ot 33m+4)(n+5) fin+4)n+5)e’ +(m+1)(m+ ). }] )
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und
. 1) . .
b[fgrb)uﬂ—ip]:a[ﬁ)a)+m—l@] 8D
Wir wollen nun die Funktionen fi(z) und fi(y) auf

ﬁ(@:L;ZBs(%): fe(y)'=L22@(%’)s e (88)

stellen, wobei

L1=%(KI—%P), LF%(E-%Q) L . {(39)

und s irgend eine ganze Zahl grésser als Null ist. 8 sind die Freiwerte. Wir
bekommen dann aus Gl. (37)

N
und daraus sich ergibt —
BrdBat o= i e (4D

11 Bestimmung der Freiwerte 8.

Wenn s sich von 1 bis s erstreckt, sind (s—1) voneinander unabhiingige
Freiwerte vorhanden. Um diese Freiwerte zweckmissig zu wihlen, wollen wir
an die dritten Gleichung von (30) oder (80a) zurtickgehen. Aus ihr bekommen

wir nimlich

%  om_ 1
dy ox G
Wenn man nun beachtet, dass
25
& _1[0 (g, L. 0T, 4],
dy Elagy m ooy dy
2 .
L2 fyay- L. FE G5 ]
g Eloy m cudy da
&F gy L1 _omtl
oy TG mh
so folgt aus Gl.. (30)
if)Cdm+idey—2T+ A AW o
Y o dx dy

Die Funktionen fi(2) und f.(y) ans Gl. {38) geniigen dieser Gleichung

1) m ist die Poissonsche Zahl.
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nicht, so dass wir durch passende Wakhl von den Freiwerten den dadurch sich
ergebenden Fehler zu cinem Minimum machen. Wie bei der Ermittlung der
Spannungen, wird hier auch der Staz tiber die kleinste Fehlerquadrate ange-
wunden.

Alzo wird £ bestimmt werden durch

g * df{:‘ﬁ) dfz(y) * sy — 9
9Bs fj[ da + ay +H]d:uc.,y—0 e (42)
und .

wobel zur Abkiirzung
e de+if}'dy-—2&“. e 48)
dy o
Weil es sich hier um eine Niheruneslosung handelt, wollen wir s=1, 2
und B:=4# setzen, 4. h.

Bi=1—8

"L
fle) == {e—Ble—2}
[41

? e (44

filyy =2y o—Bb—9) .
Daraus folgt

dflz) + Jf-’(?./) =_L {(bLi+a Ly —
da da ab T

'sz{b'“'Li(a — %)+ 2Ll — 2y)]. .. (43)
& .

Aus Gl (42) erhilt man dann fir Bestimmung von 8

a e ] % o PR
- (bl +al bH— B Ia—= Lo B~ 290} Tdpdy =0
d,,efofo[“ (0Lt oLt ab ) =8 W Tale =)+ 2Lulb=29) Tdady

oder

'a.bfﬂfb\bLl + @ Lo+ abH) 10 Lila — =) + o’ Lalb — )} dady
= LAl . (48)

8 @ b o "
f f {0° Lo —2) + @ *Lalb ~ 4 *dady

0 0

Setzt man nun fiir die Spannungskomponenten die in Gl. (18) erhaltenen
Werte ein, so ergibt sich
R
ab(B* LI+ ¢*LE) _
. [3 (6" L)+ b* Lo My +m1_lff {0 (106" — 9a®) I P+ b*(10a” — 9°) L. Q]
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+ Lo ab 1B(56: — 207 L+ Bt — 26%) La}
o

i Tlo—scm b (420" — 282" + 95°) L.— 14a®b L}
i

-[—716—%1 0§ 9u* — 2807 + 4264 Ly — 14ab° Lo}

+—1}w o 6*(90* ~ 280%) Ly + V(9D — 280%) Lo} ] SR

& hat die Dimension einer absoluien Zahl.

12. Verschiebungs- und Verzerrungskomponsnten, die Neutrallinie,
Setzt man (B)=0,1 in Gl (38) ein und die Poissonschie Zahl unendlich
annimmt, so bekommt man ans Gl. (82) und (44) fir die Verschiebungskom-

Pponenten

A
=-(23;;}; -[3ML1(ca+m)(b-—2y)—coZP(b—Qy)+%sz(a+x) \

+Elgamab {{a’ + 8ax + 627+ 10(0°— 6y + 63/7)}

+ %mmb(cn —z) (o + daz + 102°) + 16(0°—6by + 695}

%cx‘ma(b —4) $8(a* + S+ 62%) + 10(5*~ 8by + 104}

+ “%60611({1, —z)b— 1) {o”+ daz + 102%) 4 5(b*— 8y + 109"}t ]
+ ﬁ[lﬁk’i +(1—BabKuy+ BaKiaf],

_ (23;%)3 ,[3Mo(cu—2x)(b+y)+é,azp(b+y)_baQ(a_2x)

5 ... (48)

+ 11—5%@ F10(a® — B + 627) + (4 by + 64}
115 ornb{— ) [10(a% — Sea® + 100%) + 3(6* + Sbyy + 64}
1 ctues{b —y) 115(a* —Baa + 62°) + (b" + dby + 104

o,
0

+

+

+ 11—00511((& —2)(b—y) {5 (¢* ~ Bax + 1027 + (b + 4by + 10y} ]

1
W F

+ [@*Ka-+ (1—B) ab Kz + BbEw’], ' ),

worin



Spannung und Forminderung des orthoronalen, homogenen Stab-Eckes, 453

I{l: i [3 ::]"L) - ff,P+ _r.]);bQ + '3—];)"@2(20![10 + ¢t + 60(01 + 305]1)

2
=

+ '—]:— b3{40500 -+ 3051() + 4:0({)1 + 30(]1)] ;
. Y e . L

K= —

b [3 Mo+ ‘laP— e + %fba(éic‘ng + deug+ e + Bo)
I

4

+ —%—bg(gduu +Gexp - oty 30&11)]

Diese Formeln entsprechen fiir die durch (35) gegebene Verschiebungs-

basis; nattirlich kann man tber diese Verschiebungen eine beliebige, in einem

starren Korper mogliche kleine Verschiebung itberlagern.
Zu den Verzerrungskomponenten kann man ohne Schwierigkeit durch
4
I B A 1 (-~ .
— zL(*\_ﬁl_y), syz_a’?_= . (y_ig_()
dr L o om dy E m
gelangen, da die Spannungskomponenten X und ¥ uns schon bekannt sind.

Die Neutrallinie ist solche Kurve, die aus lauter Punkten besteht, auf denen
die Normaldehnung & zu den radialen Schnitten verschwinden soll. (Abb. 5.)

Die Gleichung der Weuntrallinie ist dann

i 1
gi=- op——ea,. =0 d.h. rp——o,=0 .......... (50)
E m : m
‘Wenn man m =00 annimmt, wird sie zu
biL)]
g c ' [
i i e y __é._;,.__m__ vi —;I
| MitelNaie Lo i o ,‘
gttt J A
-7 ,',. 7 I
b g o !
| - i
A ! P L
[ 4 1
! // i,q‘
A 7 xe)
) ¥ A i
oo —— 3 ——— ]}
M e
Abb. 6,

Abb, 5,

13. Winkelénderung des Stab-Eckes.
Nach der elastischen Forminderung wird das Stab-Eck 0ACB eine neue



]
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Gestalt OACE nehmen. {Abb., 6.) Wir hezeichuen nun
AA 5 _ BB

8a= ,  G=

) b

und nennen

' 7
A4 BB 5D

. a b
,, die Winkelinderung des Stab-Eckes.”
Da AA =N oy BB =0t o,
so gelangt man ohne besondere Schwisrighkeiten zu

L EFR ’_ 1 ar . .
it KRR A

§= 8yt by=

1
2

~

a4+ 4620

LA e gnan 1 L et 4 410 4600
15 30 .

+~33ﬂ%6af+41a%f+2lbﬂam*-i%%a“+lla%3+1la%“+b%au

3

——LaMM+b5@P+aQﬂ...u.“.u.wﬁ
i

IV. DAS GLEICHSCHENKELIGE STAB-ECKE.
14. Die Spannungskomponenten.

Far den Fall, wo die Breite der beiden

Schenkeln gleich gross sind, also fir den Fall .

a=b, wird eine Vereinfachung der Grundglei-
chungen herbeigefiihrt. (Abb. ¥.)
Setzt man b=g in Gl (14) ein und 18st

Elned

damit GI. (15) auf, so bekommt man
op== 1997715+ 0.064(p + ¢°

cig= —1.812m;—0.251LF +0.209¢ 62) —~Q
o= —1.312m, -+ 0.299p —0.251¢g
o= 1.585my4+0.042(p £+ ),
wobel zur Abklrzung
My= M;‘ ) g):i, q:—Q— e (B8)
¢ a a

Setzt man nun w=xfa, v=yla, so gehen die Gl. (16) fir die Spannungs-

komponenten hertiher in
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N={1—u[6mo(l +2u)(1 —2%) = 3p{Ll — 2u) + ¢ (1 4+ 2u)
+ 2§ op 4 otn{1 — )} (1 — 6y +60° +u”) '
+ 2 fotg + eng{ L — 1) {1 — 931 — 8u 4+ 100" + 3u7], .
F=(1—22[6mp(1—2u)(L + 20+ p(1 + 2v)— 3¢ (1 — 2u)
+ 2 fowg + o L — 0} {1 — Bu + 60’ + 2%
2 fotg 4 ot (1 =) (1 —w)(1 — Sy -+ 10u* - 307,
T'={1—1){1 —)-[36mouv —6(pr + qu) +doum 1l —2u) + p(1—20)}
4+ 2cupll — )} {u(2—B5u) + 3u(1 —20)4
+ 200 (1 — ) {301 — 2u) 4 w(2 = Hu)}
- Bomn(l—w)(1 — o) fu(2 —5u) +0(2—5v) 1 ].
Fiir den Schnitt 04, d.h fir y=0:
=1 —ur{dot+ drv + da*+ A
Y=B,+ B+ Ba’+ B’ cee . ......(BB)
T=u{l—w)}Cs+ Cros + Cs®),
wobel zur Abkfirzung
Ay= 7.858m,—2.693p+1.5079, di= 11.513m+0.418p-+1.318q, \
Aa= 2.831my,+1.672p—0.620¢, Av=-— 6-7077710-‘-‘0.248}7‘—0.752@,
Lo= 7.858m, +1.307p—2.693¢, Fi1=—24.605m,—0.589p+2.110q,
By=16.988my—3.173p+10.030g, By — 4.870mo+4.180p—6.522¢,
Com= 4.202mg+1.207p —5.804q,  Cy= — 14.580my— 1.466p —2.567g,
€,=10.211my—1.878p+ 3.623¢.

.. (54)

L(56)

Durch blosse Buchstabenvertauschung (X, ¥), (u, v), (p, ¢) kann man die
analogen Formeln fir die Spannungskomponenten lings des Schnittes OB
erhalten.

Setzt man b=« und w=r/va*+0* in Gl. (21) ein, so bekommmt man fiir
die Spannungskomponenten lings des Diagonalschnittes OC

or={1—w) me(7.858 — 4.69 4w + 12 .09 1w* 4+ 11.467w" —6.220w)
—{(p+¢)(0.698 4+ 2.898w — 0.22190° — 0,075 +0.1700 1],
7= {1 —w) mo(7.858 — 21. 498w - 4.054u* — 107 5400 4- 87.0862*)  +..(B7) -
—(p+¢)(0.693 —6.135w—9.872uw’ 4+ 7.923w" — 2. 37T4w"} ],
T=2{p — g )1 — 1)1 +9.550w —1.650%;, -

15. Die elastische Forminderung.

Die Beiwerte in den Gl. (48) filr die Verschiebungskomponenten sind:
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Ki=a(3.561me—0.803p +-0.513¢), .
K:=a(3.561my+0.513p—0.803q),
L1=K1-—H‘—P, ngKz—'-"ﬁQ,

m m L (58)

B= 3L+ La)(mg 1“Cdul)"'%ﬂ‘iu)

Lit+ LZ [
-} —7-6'0610{23.[12-— 14L1) -+ %'0501(23111 — 14Lg)]

Hiermit kann man die Verschiebungskomponenten jeder Stelle der Scheibe

durch Gl. (48) ausrechen.
Terner bekommen wir aus Gl {52) fir die Winkelinderung des Stab-

Eckes
. , :%[18 715%0__(2 197+ )(p_;_g)] o (59)

16. Das durch reine Biegung l;eanspruchte gleichschenkelige Stab-Eck.

Wir betrachten jetzt ein gleichschenkeliges
Stab-FEck, welches wie in Abb. 8 durch einem Bie- R
sungsmomente M, belastet ist. In diesera Fall fallen @ o

die Glieder von p und g aus allen Gleichungen weg.

a) Woerte von o,

ocm::1.997mu ’ ]
=0 =—1.821ms b v n.......(60)
an=1.556m, j

b) Die Spannungskomponenten.

X =6my(1l—u)%1.3104+1.9192 4+ 0.472* — 1. 1152 3\
—4.10104+2.8319°—0.817¢*
— (1958 +0.284 + 6.1890 — 1.555u% —5.1842%)]
V=Bmo(l — 041310 — 4:101% + 2.8312 — 0.81 70 |
+1.919940.472¢" —1.118%°
—uw(1.958 4 6.18% -+ 0.234n — 5.184u*— 1.5550*)]
= 6mm{1 —u)(1 —2).[0.700{u + ) — 2.422(* + v*) + 1.702{u* + 27)
-y §5.513 4+ 2.820(n +v) — 3.888 (1 + 091 1.
Fiir den Schnitt O {y=0):

L.. (81)
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X=6my1—uw)4(1.310+1.919u+0.472%* — 1.118°)
¥=6my(1.310—4.101u + 2.851u° — 0.817v7) .e....(6la)
T =6mqu(1l—u)(0.700 ~2.422u + 1.702u*).
" Die Formeln fir die Spannungskomponenten lings des Schnittes OB kann
man aus (6la) durch blosse Buchstabenvertauschung erhalten.
Lings des Diagonalschnittes OC (x=1):
ar =611 —w)(1.810—0.7820° + 2.015w + 1.991° — 1.0874*)
oo =6mg(L—w)¥1.310— 3.583w + 0.6760° — 17.9284° +- 14.514w'} |- (61D}
r=0.
Daraus sieht man dass lings des Diagonalschnittes OC keine Schub-

spannung sich ergibt, so dass o und o, die Hauptspannungen sind.

6) Zahlentafeln fur die spezifischen Spannungskomponenten,

' Die Zahlentafeln 1,2 und 8 geben die Werte der Spannungskomponenten
fir den Fall my=1, die wir ,,spezifische Spannungskomponenten’ nennen
wollen.” Wenn das Stab-Eck durch eine Biegungsmnomente A belastet ist,

bekommt man die Spannungskomponenten durch Multiplikation dieser Werte

mit M[e®, ohne dass man die vorigen Gleichungen auszurechnen braucht.

d) Die Yerschiebungskomponenten.
Aus Gl. (88) ergibt sich
L1:L4=K1=If;=3.561 a4y
T B=1.208.

Damit kann man die Verschiebungen jeder Stelle des Stab-Eckes durch
G1. (48) ausrechnen. Insbesondere ist die Verschiebung der Schnittfliche 04
gegehen durch

..(62)

£=220 0 (13.510~19.266 u+ 11.235 0/ +0.215 07
— 3.249 ' +1.118uf)p oo (63)
p=3T0 1, (3.835+1.991 u—0.969 v,

E

und fir die Kante 4C:

1) Sie sind in den Tafeln I-III in Kurven dargestelit.
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5:%(3_561e—0.739 v+ 4.300 v°)
ceee..-(B3a)

p= CLZ;D [7.1224+(1-0)*(2.235+2.076 » l

—0.536 v*—0.437 v")].

Durch blosse Buchstabenvertanschung lassen sich diese Formeln auch auf
die Schnittfliche OB und die Kante BC ibertragen. Rechnet man diese
Formeln aus, so bekommt man die Zahlentafeln 4 in Anhang und sie sind
in den Abbildungen der Tafel IV dargestellt. '

e) Dis Winkelinderung des Stab-Eckes.
Aus Gl (59) bekommt man ndmlich fiir die Winkelinderung des durch

reine Biegung belasteten Stab-Eckes

§:=18.72 ‘”5" R (. ¥ )|
g
oder .
5=1.56 g@ Gy e e (Bda)
v,

3
worin J das Trigheitsmoment des Schenkels ist, d.h. J= ;!2 .

ZAHLENBEISPIEL.
Es soll ein Stab-Eck aus Stahl untersucht o
2000 ke
werden, welches die in Abb. 9 dargestellte Form T ’ 3:' c
N
hat. Gegeben sind: Y 2 ! .
P=—-(2000)=1000kg, @=0, ‘ TR
. a2 iy —eio —
M,=1000 (15+%— x 10) —20 000 kg cm. o °
M ==1000x15=15 000 kg cm, S|
a=06=10cm, T
d.h. . 2000 kg
20 000
U:mzzoo kg/qem, Abb. 9.
_ 1000

=100 kg/qem, ¢g=0.

Aus Gl (62) fulgen



[

a7 Spannung und Forminderung des or-hogonalen, homogonen Stab-Eckes, 459
et =406 kgfqem, o= — 287 kgjqem,
om= —232kg/qem, o =315 kg/qem.

Die Spannungskomponenten sind dann nach Gl. (54) gegeben durch
X=(1—w)T1304+2 344 u+ 736 uw*'—1 316
‘ — 4722 ¢ +4 416 v* -1 660 +*
—up (2574 +498 w47 896 v—1 890 »*—6 300 7°)]
Y={1—v%1704—4 992 w3 096 »*— 560 +’
42434 0518 0°—1 42341
2w (1 914+ 8 556 v + 168 v--6 300 1*—1 890 v%)]
=(1—u) (1—). [x (974 —3 08L u+1 855 %)
+ 9(264—3 171 2+ 2 405 ¢%)
+uv (6534 4-3 831 w4 317Lv—4 725 uP+ 7).
Die Spannungen lings des Diagonalschnittes OC sind:
or=={ L= 20)(1 504 — 1 230 w+ 2 440 w*+ 222 w* —1 260 w")
or={1—2w)* {1 504 —5 706 w+1 $36 w'—22 302 ° 4 17 640 w*)
r=10 (L —w)* (20— 9 w—44 «* + 33 *).
In der Zahlentafel 5 sind die Spannungen lings der Schnitten w=0, 0.5;

»=0,0.5; w=v und die Randspannungen angegeben und diese Ergebnisse
sind in den Abbildungen der Tafel V dargestellt.
Die Winkelanderung des Stab- Eckes ergibt swh aus Gl (5‘)) mit der

Poissonschen Zahl m=3.5, zu
: 9
8:% [18.72 % 200 — (2.197-;..%) y 100}

= ;7} {3732 kg/qewm).

Sie gibt fir Stahl von E=2.1x10"kg/qem
3732

ZWZO.OOI.TS:OO'—‘G'—T." .
.1 X

Bei der Abteilung Bauwesen,
Kais. Universitit zu Tokio,
Mai, 1929.
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Zahlentafel 1. Die spezifischen Normalspannungskomponenten

fiir die zur x-Achse parallelen Schnitte,
{Vgl Tafel 1)

wWl o lor|oz o3 |og|os |06 |07 |08 |09 |10
0 7858|5562 3575 | 1865 | 0403 |-0.844|-1907 |-2815 |-3601 {4206 |-4930
017315 5332|3562 {1978 | 0-588 |-0-621|-1.658 |-2533 -3.254-3-829 4267
02 |6:547 {4879 3354 |1.943 | 0-679 |-0.-443|- 1417 |-2-2538 |-2-829}-3-402 -373_4
0315579 | 4238 |2.966 |1.779 | 0688 |-0-294 |-1154- |-1-875 |-2-452 -2.867 -3.106
0414492 | 3460|2461 | 1:509 | 0621 |-0-185]-0-895|-1492 |-1959 |-2281 |-2-441
053377 |2-628 (1893 (1182 | 0521 |-0-103|-0-645 |-t101 |-1-452 |-1679 |-1.777
06 |2.294 (1-805 | 1311 |0-BZ27|0-364 |~ 0-063|-0-442 |-0-861 |- 1-00Z |-1156 1-1-209
07 {1350 | 1077 |0-874 | 0-500}0-227 |-0-027|-0-251 |-0-436|-0-5% +0-635 |-0.670
-8 0-618 | 0-490 0357 | 02241 0095 | -0-06|-0-133 |-0.2211-0-287|-0.324 |-0-323
09| 0156 | 0125 | 0.092 | 0.060 | 0-026 |-0.005 [-0.031 |-0-053 |- 0-068 - 0-075 |-0-072
ol 0 0 g g o o 0 0 0 d g
Bemerkung: Der Symmetrie wegen gelten dieseibe Werte
anch fiir die zur y-Achse parallelen Schnitte,
Zahlentafel 2. Die zur rechtwinkeligen Koordinaten parallelen
spezifischen Schubspannungen, (Vgl, Tafel II,)

Vel 0 o1 |02 |03 |04 |05 |06 |07 |08 |09 |10
0] 0 |0257\0.273|0-160 0006 |-0:127-0:202]-0203|-0-142\-0-05¢| 0
0.1 |0257107640:986 {1032 |0-976 |0-830|0: 706 |553 [ 0401|0228 O
02 0.27310986|1-413 |1-603 | 1658 | 1567 | 1381 |1-187 |0815| 0443 O
03 |o160 | 1032 |1-603 (1915 |2-085|2-022 (1831 |1-514 | 1.097 |0-590 | O
04 |0-006|0:976 |1-659 |2:085 |2-282|2.251|2:064 (1721 |1.250|0663| O
05 -0412710-850 (1561 | 2022 |2-251]2-269|2:096|1-758 | 1276 |0-682| O
0-6 |-0.20210.706 |1-:381 | 1831 | 2:064 |2:098|1-948 |1-635 | 1188 |0-632] 0O
0-71-0203 0553|1127 | 1514 1721|1757 |+-635 | 1374 |0-996{0-527| 0
0-8|-0142|0-401 | 0-815 | 1:097 | 1:250 | 1-276 | 1186 |0:996|0-720|0-379| Q
09 |-0.054|0-226 | 0-443 | 0:590)0-669 | 0-681| 0632 | 0527|0379 (0138} 0
wjojle|ojolojojolojoolfo
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Tafel I  Das durch reine Biegung belastete gleichschenkelige
Stab-Eck—_Normalspanoungen.

1

I
B! et =

0405 4492
7/

0
0y

|

N -
-JI-_

|

!

{

i

i

Randspannungen

M
-Q-844 33Tt
< \

2

Lor]

= [

S
aja
|~
"
[e]
(]

-lj'FTT N

3
& XY _p,,
N £.%=06
| [+23
t— o !
o = 53:[_|__J__|__[_| o
@ . ™
P 04868 ——n
o
uwy
o 9
- =
n 4
i 8 ’
- 1
]
N o
ra 90 o
@ o 3
- S
a vl
e
Ly |
1
¥
b
%
. e,
i =, ¥ _o2 w el
&= a'a 3 3
] : )
o ?
+ o
14613 ™ ;
are o 1
1
a - .
2 \\ g e
S TN Randspannungen x,¥=8 ¢
8 e 3
© =
- N

<O
o»aﬂ?a@—wu\m 2
(a2}
! —m———— : mutmaBlich.

03z Normalspannungen auf den zur x,y-Achse parailelen Schnitten,

(DROARE T BREEN )

O3: Zur 63 Senkrecht stehende Normalspannungen.,



-Das durch reine Bieguug belastste gleichschenkelige

Tafel II,

Schubspannungen

Stab-Eck.
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Tafel IIIL. Das durch reine Biegung belastete gleichschenkelige Stab-BEclk.
Spannungen in Polarkoordinaten.
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fafel IV. Das durch reine Biegung belastete gleichschenkelige Stab-Holk.
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Tafel V. Spanoungen im Haken-Eck,
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Die Spannungen sind in kg/qcm gegeben,



