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NEUE VERSUCHE FUR DIE ELASTISCHE LINIE UND DIE
VERDREHUNG DES AUF DEN QUERSCHNITT
BIEGUNGS-BZW. TORSIONSMOMENT

WIRKENDEN BALKENS. |

Von Dr. Ing., Yosei Yamada, Mitglied

Einleifung.

Unter der Annahme der Erhaltung der Querschnittsebenen eines gebogenen
Btabes ist die ganze Forminderung durch diejenige der Stabachse vollstindig
bestimmt, War die Stabachse wspriinglich gerade, so wird sie infolge der
Wirkung des Biegungsmomentes in eine Kurve, die sog. elastische Linie, tiber-
.gehen, deren Krimmungsradius p durch die Gl

1 _ M
1 =
(1 I

-gogeben ist.
Bezeichnen wir ganz allgemein die Verschiebungen von Stabachsenpunkten

din der Hbene des Biegungsmomeuntes mit 2, so wird der Ausdruck fiir den

Kriimmungsradius
1 d*
2 e TR
@ P daz”
and aus (1)
(3) BLS%=
2

Wenn eine nach, beliebiger Richtung neigende Last den Balken angreift, dann
-arleidet der Querschnitt sowobhl eine Verdrehung als auech eine Verschiebung in
horizontaler und vertikaler Richtung., DBezeichnet man mit
M und B das Biegungsmoment in Vertikaler-bzw. Horizontalerebene durch
den Schwerpunkt des Querschnitts.

T das Torsionsmoment,
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z und y den Vertikal-bzw. Horizontalabstand des Schwerpunktes des Guer-
schnitis. '
@ die Verdrehung des Querschnitts.,
dann ist man gewohnt fir die Auslemkungen und Verdrebung die folgenden

Differentialgleichungen

Br % _
de®
d*
BErYY _p
#) - da*
o do _ T
dx

zu erhalten. Hierin bedeuten
E den Elastizitdtsmodul des Materials,
£ den Gleitmodul des Materials,
I und I’ das Tréigheitsmoment des Querschmitts nm die polare Achse dureh
den Schwerpunkst,
J die von der Querschnittsform abhingigen, mit dem Flichentrigheitsmoment
dimensionsgleichen Grisse.
Die zugehdrigen Momente aber miissen sich ergeben aus der ﬁberlegung,
dass die Momente M, B und 7" in drvei den geneigten Hanptebenen parallele
Komponenten zerfallen.

Die vorliegende AbLandlung grindet sich auf diesem Gedanken.

I Entwickelung der Grundgleichungen.

Der in Abb. I dargestellte Balken O ist an beidon Enden eingebaut und
eine Last P greift clen Balken an beim Punkte (&, 3, 2,). Die Komponenten von
P in drei Achsenrichiungen sind P, P, wmd P, Der durch die Einspannung
hervorgernfene ‘Widerstand der Stittzung ist dexch 6 Kraftgrossen, den lotrechten
Stiitzendruck ¥;, den wagerechten Schub H,, N, und das Biegungsmoment My,
By und das Torsionsmoment T, definiert.

Ein beliebiger Querschnitt im Abstande « vom Anfangspunkte O verdrehs
oz
dar

Schwerpunkt wie in Abb. 2, gezeigt,

-um ‘die im unbelasteten Zustande horizontale Hauptachse durch den

cg.?/ um die im unbelasteten Zustande vertikale Hauptachse dmch den
el
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Schwerpunkt wie in Abb. 2, gezeigt,
@ um die polare Achse durch den Schwerpunkt wie in Abb. 2, gezeigt,
und verschieb$ sich
48 in der Achsenrichtung ox.
Die Zugehorigen Momente und Achsialkraft ergeben sich alsdann aus

) M=M_T W By
dz
@ B=B+ T_C%’;.__Mga
dz oy
(3 T=T-8 ML
@ e * dx
-, e dz CEU
4 N=N+V qH 2
® + di * da
¥ Alb. 1

Grundrigs

Anfriss
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worin N Acbhsialkraft des Quarschnitbs,

V' vertikale Schubkraft des Quers-

Abb 3
Aunfriss

55

chnitbs,
H  horizontale Schubklaft des Quers-
chnitts,

Die Differentialgleichungen fir die Form-

dnderungen sind

&

]

2

(4551

6 Er L _poprr® g
dat i

d T
7 7 l Abb, 2. 3
(7) .“Jﬁa_ == B + M ay Querschnitt
de da de /B2
LB
@ Er9S o yoyiy B g
dx dx d F
I -J—!‘—_/J"f"j’
worin ' Querschnittsinhalt. A "
Die Momente, Schubkrifte wnd Achsial-
kraft eines Querschnitts des Balkens sind k
)] M=y V,x fir O0<a<n,
=My— Ve + P (e —z)+ Pz " gy
(1n B=%B,—Hez ' "<,
=By — e+ Ple—m)+ Poy, "om<e<d
(11) =7, " Oy
=T+ P.yy—Pyzy " gy <a<l
(12) V=", 0 e <y
=¥V,—-P, 4 pya<l
(13) = H| T 0<e<m,
=M~ P, . o my ol
(14 N=N, Moo0<e<m,
=N-2, <<l

Die Stitizenwiderstinde ergsben sich annihernngsweise

chungen :

ans den folgenden Glei-
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- (15) = <5 (6P (=) 2) P
(16) H= 3}_”" § 6o P+ (L— ) (1 4+ 220) P, }
an  N=Ztp,

(18) M, = 3"”“ (B — D) P, + 2l — ) P}
(19) ﬁuzifﬂ {yo(B— )Py + (i — ) P}
(20) By L °“"“ (P,2— P10

Nach mnochmaliger Differentmtmn der Gl (7) und dureh Gl (5). und (6)
erbilt man

' o M MT N\ d
a1 g ( ) (I—I
S w g t T H§° ° EI’)dm
BT \ dy ( 1 1 )
_y - B
+( El '} dx EI EI

Voraussetzt man annfherungsweise

clsc 2

dy i ( at )
oy L —H2),
do BEIANTT T

dann wird die GL (21) fir 0<z<m

(22) fz%+(m‘z+bm+c)q>:c¢x3+ﬁicz+“/5€+8

-
I ELL
2

- I, ¥, I' B, H,
b “wJEITT g L Vet 118 i)

1
T IEIT
1 TV HD
2E ' wJEIT

s L (3 o nEy+ ST (mam s E }
,8___. STEIT 15 (I Vst Y5, Lo+ HyBy)

(Irruz_I_I.f HEJI)

—— (I + 1"8¢")

o=
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| 1 [5 Dy E’n 2 By o
v=#—J_W{(zI'-I)%H‘w(r'—zmumf @ +3)
1
= (' DB,
‘ZAJEII, ( ‘Z-) -] 1}

Um die Gl (22) za 15sen, setzt man
(23) p=A,+ dz+ A5+ Aaf + .. ..:Z‘A,,m”
dann erhilt man aus (22)
(24) Z‘ §n+2¥n+1) A0t ad, . +bA,  + cd P =+ B+ v+ 8

wobei kein Koeffizient 4, mit dem Minuszeichen angenommen ist,
Betst man 7=0, dann wird

(25) - 24y tcd, =35
4y und 4, sind danach zu bestimmen, dass @ fir z=0 gleich Null sein und dass.

%:— beider Gl. (7) und (23) fiir =0 denselben Wert haben muss.

Gl (23) gibt Ay=0
Fir =0 wird auch da =0 und %:O; damit ergibt sich
% x
T
A1= |
pd
Aus (25) d=5
2
Setzt man n=1, n=2 und =3, dann
A= —cd;
} 3-2
4 B-bdi—cd,
! 43
A= ct gy —bds—c A,
’ 5o
Fir na=4 dy= 0 bhrod,
’ ’ 65
oder im allgemeinem Apn=— 0dy ot bdy s+ ed,
(n+2)(n+ 1)
worin n=4

Man erhilt alsdann
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(26) Pp= A1m+A3w'+A%w+....—Z‘ A,5"

n=l
Wegen der starken Konvergenz dieser Reihe bekommt man schon einen guten

Néiherungswert, wenn man nur wenige Glieder beibehilt. Setzt man in die
rechte Seite von Gl. (5) und (6) fir @ den Wert von GI, (26), so wird

' 1 ,Q,!',B x,‘z
a7 A E}J\ P V AL I s
@n EI[ b ( — BOA1) 2
S:H-‘ Iy -’:l'l4 3
+( SET +B°A2_E’A1) 1 T
& ‘n
+ SS AQ_H'AG _x—— . B An-»""_H 2o _"'-' ..
(B, 04s) 55 + . 4+ 0 3) (n—l) ]
. 3 2 f:"3-"'I'IEDEﬂ § .’B%
—(Z 4, Vids )2t (VT ) 2
2FET B 5.4
o8 ot
F Mot Mod) S +(VA,1_°--‘.!RD M)(T_]TL ]
Aus (8)
@) As= E}F (Nt Voz + Hyy)

Zahlenbeispizl.

Als Beispiel werde ein rechtwinlliger Balken von 100 em, Stiitzenweite und
12x6 em® Querschnifte betrachtet.

Die Komponente der Last P sei P,=P,=P,==1,000 kg. die Koordinaten des
Angrifispunktes =50 em, ¥,==3 cm, 7,=6 cm, des Trigheitsmoment I=1,152 cm?,
11216 cm?, J=1,368 cm*, der Elastizititsmodul E=2,000,000kg. cr? der Gleit-
modul £=800,000 kg. em?, Die Stiitzenwiderstinde sind

Vy=590 kg, H,=545 kg, Ny=500 kg,
M,=14,000 kg-cm, By =13,250 kg-cm, T,=1,500kg-cm,
Man erhilt alsdann

@A)  »=0,000,001,370,614z
+1.836,063 x 10-14(86,814e” — 8,655,0832% + 0,037, 622,4252%)
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(2) 2=0,434,027,778 x ]_0“ (( 000 — QS.u?I 974a* + 6,000,016,7762")
(8) y=2.814,815x10- 36,6250 — 90:835. 0124 + 0.000,051,195
(4:) As=0,006,944,444 x 10-5(5002 +- 590z +- 545y)
Es ergibt sich dann fir die Anwendung der GL (1), (2), (3) und (4) fir die linke

Balkenhilfte nachstehende Zusammenstellung ;

Zuzsammenstellung

® in om, 0% 10%z in em, 108y in om. | 10%As In cm.
5 0.008,856 0.070,620 0857114 | 0.017,363
10 0.013.716 0.261,138 . 1,393,301 [ 0,043,723
15 0.020,576 0.539,544, 2.740,330 E 0.052,096
20 0.027,434 0.873,328 1452149 | 0.069,465
25 0.034,238 1.231,977 6299417 | 0,086,334,
30 0.041,138 1,581,083 8124991 0.104,204
35 0.047,98¢ - 1.891,833 977138 | 0,121,572
40 0.054,929 2.199,520 11.080,302 | 0.138,940
45 0.061,675 2.263,030 11.894,665 0.158,304;
50 0.068,526 260,355 12066582 | 0.173,666

- |

IT Resondere Fille.
(i) Tall wobel y,=#,=0

VD: (Z’_ xr\}z(l + 29311) P H‘ (Z —-Tn) (Z + ‘)mnj P -I\'TL\: Z —Za"u -Pn:

P ” F
meu:wT“(l;mﬂ) P, %30=_%@Z:“’“)2 2, T,=0
1
= . I r = — B - If:- |Hq N
7 JLII’ ( Vo +I -HQ ) b - (;_)‘_EI_}_” {I VJ BL )
— ' —0
c WEH, (IME+I'BE,  e=C
g=—3L=D. gy -y-_a;{(QIF_I)Q}EQHO-F(I’—QI)%OVUL
S JEIT pI EITT }

= —-_..1__ VR _ .
8 ‘LEJEII’ (I I).\)g mn’ AU_OJ -A1 --~O

Azz‘ 5 A:]: b A.}Z&, A‘;:—— ?JA2+CA3_

43 5.4
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.A —_— aAg+bA3+CA4

GeD

PRI

A — aAﬂ_g —+ Z}An—l + CA."
e (n+2) n+1)

yeor e

p=d. 0"+ AP+ Ayt A5+ .

z.,_[am_"m_+om

B, by H, A
BT 2 +( D5

. G
+<%0A4—Baaﬁ)ﬂ§_—5+ e

A (B g Hydy ) — 2 4
+ (B, o dn_z) fn—l) J
B, 252 w4 a
¥= VoI [ o — 0— ty yAs) 54
m(}
+ (¥4I, 4,) +
6.5
(Vyd,_s—I, 4, 1
+H eyt
ds=_E1F- (Nyo+ Vaz+ Hy)
(i) Fall worin P,=F,=0
V= (3—%)2;3”%) P, IL=0, N,=0
%oz%ﬂ*(lt TP, By=0, Ty=_ =) (Zc—wﬂ) P,
_ be — 2M, 7, o= b
T wJAD wJBIT pJ BT
_ S p=_ BTTF T
2uJBIEL W 2uJELRET' ° ' WJEIED

820! AU:O: Alm L:!‘i;]r y A;:O, A,",:._’\/_(:.'Al

3 *
5.2

- ct—ady—cd, b A+ cd,

, A= 2mthmed g bdhteds

4-3 5-4 65

ad;+bA +cd,
A= —
7-6
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ad, .+bd, ,+ecd,

"’" An+1 = -
n+D(n+1)

p=Ae+ e+ A+ .. ..

1 2 s
= (B 5

~HI 2
y“EIr[( BT o)\ Vb= g~ Teds o

(T d) -2 4.

T
(Vod, y— B d, ) — T 4. ...

+(Vod, s o a) ﬂ(n-—-l)+ ]
A3 = Vs %

EF

(iii) Fall worin y;=2=0 und P,=F,=0

V,= (I—=) (14 2m) P, H,=0, N,=0, = ay(l — ) P
Z:" E-1 b 2 t“, 2

%O-’:O, E‘:D:O, Od:ﬁ:lyzs—_-o
A0:A1:Ang3:A4= ve =0

p=0

i a x*
= (T, )
AT I\ g )
y=0
A'S: Vn Z

EF

(i¥) Fall worin P,=P,=0

V:):_GMPW Hy= Gmﬂyﬂg—xn) P, N,= l—ux, P

13 p B

=Sl BH—0 p g ‘f’"@"mﬁ?”’""” P, Ty=0,

F 00—

1 3 2
o= UPe D), b=t (TT 4 180 B

1 . . 3(I'—1)
== (IMP+I'BE, a=0, f=_—t—1)
¢ [bJEIIr ( 0 +I ‘BG ): o O’ B 2‘MJEII" -BBVUJ
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1 I'—1

y=—_— (@I - H,+(IT—20B, V), d=—u—"—_ )
Y T BT i ) o+ JRNLY T EIT RUR
An:O: A1=0: -Azz—a—'s 4= 7 3 -AA&ZM’
2 32 4.3
A — D&—'bA'_!—C.Ag A —_ aAg+bAg+CA4
3 5'4 s §— 6-5 ~a v
A __ CﬂAﬂ_g‘}‘bA,,_]_"{“CAﬂ .
i (n+2)(n+1) 7
@=A* + Ay + Ayt ...
1 at ol zt m5
= _— —_— El g ——— 2 A«—"E.Au —_—
o[ M L=V S 4 By ot (B~ Fr)
B TPt (Body s Hod, ) ]
8.5 " ! (n 1)
y=— [39 "’;" Hi—auu i EDIEC,A;)
" :
+ (Vo ds— Dy A4,) 55 Foo # (Pl s~ Dad, )W . ]

As:% [Nyz+ Voz+ Hyy]

) Fall worin Py=P,=0 wd %,=0

Vo:—————szn mag'—mn) Pm %02‘ ZD(Z—-QJD)ZE(Sﬂ?n"Z) Pa-,a .1\'10: ZH—Z’B“ -Pm

H=%,=%,=0, 0\5562728:0 VAG_—'-A1=A2‘=A3=A4=,_ =0
Nox+ Faz

= &= m V —) =0, dsz——-—-——-—-l " e,

P=0 # EI( R A —F
{{’i) Fall worin .Py:Pz:O und ?]n=20=0
V)= H=th=8,=T,=0, N=!-T P,
C&::ZJ:C:'O&:B::'YEB—_.'AU:AI:-A2=A3:A4= =0
Nux

=0, =0, =0, 4ds= m

? ? Y o

II1 Kipperscheinungen

Ein auf Biegung beanspruchter Balken, dessen Querschunitt Hauptachsen von
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cehr verschiedemem Triigheitsmoment besitut und dessen biegungsebene mit der
Iibene 'seiner. grossten Biegungssteifigkeil wusammenfallt, weicht senkrecht gzur
Biegungsebene aus, sobald die biegende Kraft einen gewissen Betrag fiberschreitet.

Dieses Ausweichen bezeichnet man als Kippen oder Umkippen des Stabes.
Diese Erscheinung wollen wir an einem einseitiz fest eingespannten horizontalen
Balken untersuchen, dessen Querschnitt die beiden Hauptirigheitsmoment I'<< T
besitzt, _

Die zugeordneten Hauptachsen des Querschnitts mégen im unbelasteten
Zustande des Balkens verfilkal-bzw. horizontal stehen:

In Abb. 3, ist der Stab vor dem Erreichen der Kipplast im Raum gezeichnet.
Abb. 3, zeigh ihn im Raum, Abb. 3, im Grondriss und Abb. 3, im Aufrizs nach
dern Uberschreiten der Kipplast.

Die Last P, projiziert sich im Grundrizss als Punki. Man sieht aus der
Abbildung, dass der Stab nach Uberschreiten der Kipplast eine vollkommen

andere (leichgewichtslage einnimmt.

Gleichzeitiz erkent man, dass der Stab sowohl in seiner newen Gleich-
gewichtslage als auch beim [bergang von der alten in die neus Gleichgewichtslage
neben seiner Beanspruchung auf Biegung auch anf Verdrshen beansprucht wird.
Diese Verdrehung wird durch das Drehmoment der Kraft P, infolge der seitlichen
Amslenkung des Stabendes aufrechterhalten und ist besonders gross fir die
Querschnitte nahe am festgehaltenen Ende des Stabes, da fir diese der Hebelarm
der Kraft die grossten Werte annimmt. Nach dieser rein qualitativen Betrachtung
der Kipperscheinung wenden wir uns ihrer mathematischen Behandlung zm, um
die Erscheinung auach guantitativ zu erforschen.

Wir verwenden ein EKoordinatensystem wmyz, dessen Anfangspunkt mit dem
eingebauten Ende des Stabes, und zwar mit dem Schwerpunkt des Endquerschnitts
zusammenfillt. Die z-Achse verliuft senkrecht nach unten im Sinne der Kraft
P,; die a-Achse geht entlang der urspringlichen Stabrichtung und ist mach dem
Stab hin gerichtet; schliesslich stebt die y-Achse senkrecht zu den beiden anderen.

Infolge der Kippung erleidet dann der Querschnitt sowohl eine als klein
angenommene Verdrehung ¢ als auch eine Verschiebung in horizontaler uwnd
vertikaler Richtung, welchen Biegungen um die dazu normalen Achsen entspro-
chen.

Das Biegungsmoment des Stabes in vertikaler-bzw. horizontaler Ebene izt
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Abb. 3a

O H=T-%-2 —7p

und
(2 B=0

Auser dem Biegungsmoment wirkt

1A

aber auf den Querschnitt noch ein

Torsionsmoment, welches sich zu

@) T=T,+m, %
dx

) y
cl

Abb. 3p

ergibt. Hierin bedeaten M, T,, ¥,

die Stutzenwiderstinde und haben

die folgenden Werte:

M,=P,1
&  {Ty=—P.y, :
V,.=P,

worin 7, die Horizontalauslenkung
des freien Endes des Stabes, in dem
such die Eraft P, angreifend zu
denken ist, bezsichnet.

Die Biegungsgleichungen und
die Torsionsgleichung lauten ans Gl
(B6), (6), () von Abschnitt T,

Grundriss.

Abb. 34
(5) _E'Ijz Py[l—'n-{—‘)y Sy ‘

v =t=( )]

&y . A
(6) EI’W_HP,[(Z x)(_

g; “?9)_(?/0 ) r7—7] z

M s R ]

L

Aufriss.
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Nach nochmaligen Differentiation der GL. (7)

o Ty dy }
=Plo@—u) F¥ _ dy
®)  a { =) =%
Aus (8) und (6) erhdlt man
e _ P, | dy dz
J2? _plag— gy (B 2 _
@ ot ,,[2(1 ) =) ( dw ' dz q’)
() P2 )y
=) dx } tx

Man kann hier anniherungsweise so voraussetzen dass

de . P, (Z z* )
= r—
de * EI 2

y=2 2,
Die Gl (9) wird alsdann
(10) —3:4 + (0 + taz + a5y p = 046+ 0y + ot + ettt + o + ot
worin
__2Pr .. &P o= 2P
VT WJET Y TWIBD S wJEL
Are .
o =Yoo’} e __2&_1?__.
wIETET
Clo :yooc,,’ : ol =—. 3P, [ (P,g I— EIEI")
) ) W EIET PP
L"P 3
=1 ! ; ,,r == —-u_d—ZJ
=t S TBIET
£ 3
oty =10 ; = ._LPZ_H_
pd ETEL]
9P}
— r. L — z
o Yotk 3 o pd BRI
a2
Ofa=%05.:’; o l'= 2Pz

S T WEIRIF

Die weitere Behandlung der Erscheinung bingt von der Losung dieser Differential-
gleichung zweiter Ordnung ab. Folgender Ausatz fiihrt zum Ziel, bei dem ¢

als eine nach Potenzen von z ansteigende Reihe eingefithvt wird :
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p=dy+ A e+ di? + AP+ .. .. =Z‘Anw"
Durch Einsetzen in Gl (10) ergibt sich fiir die Koeffizienten A, folgende
Rekursionsformel ;
(11) Z{(n +2(n+ D)Lyt d, dad,  ta, A,z_-_.}:nn =oh@t @
+ o Fogat

Ferner sieht man sofort, dass

Ay=0 A=y d; A= L=
.Azmo
sein muss und damit wegen Gl. (11) similiche hiheren Koeffizienten ermittelt.

werden, némlich

ro. AF
A=y, A ; A =8 "%
3== Yo Ly 3 32

_ !
—A4=%444’5 A;’:'—‘*’———-—%I 4,
‘ 43

A.sm% Asf : A.‘,f: OQ"_agAlf_agA3’

5.4

‘. I !
As:‘-% Asl; A= ol — o Ay ay Ay

6.5

A=y d!; A= &s’"ﬂzﬁs’;gﬂ’—%f—fﬁ

A=y, 4y ; A= mﬁ’_azA/—SC'?Aﬁ’-—-aL,AS’

Agﬂyo A Ay = — G ds' +a A +a, 4
’ 9.8

L T TR T Y SR

J ' ;
A)l+2=yu Aln-;-z 3 A’n+“: - azA -2 + alA =1 +C£OA"
(n+2;(n+1)

Die Lésung fir ¢ ergibt sich

(12) C p=p(drt AP A A L)



%
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Die Gurésse der seutlien Ausweichung y folgt aus Gl. (8) durch Einsetzen des
Wertes fir @ und durch Losung darauffolgender Dlﬂ'erenblalolelchung zweiter
Ordnung :

(13) LY oottt gty B
“dat dx
+hztbaly=Lz+GSHa*+ .. . + 8,27+
worin = it a2=ﬂ
IRy s BIRED
% 2 a
agz—i_ blz—L b., P

2FIET EIBD = S EIET
Bi=yf; B =L UBLpd) fj,ggﬁ" )
Be=18; ﬁ;=%§ﬂ
B=nbis  pr=—tI
B=nbls  Bi=——L Qai—4)
Bo=yhys  Bl=—Te qa)— a1,

- Um die Gl (13) zu 18sen. setzt man

¥= Z 01: &

dann ergibt sich fiv die Koeffizlenten €, folgende Rekursionsformel :

[(n+")(n+1)0,+ +@anC+{og(n—1)+b} O+ {0 (n—2)+ 5,1 C, ]w"
=8zt B2+ et + A7 4. L.

Man sieht sofort, dass

On: O = 03=0
sein muss, und die folgenden hoheren Koeffizienten festgelegt werden.
7
Coplls  Gl=2
32
iy

Ci=y, O
1= Ly =15
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Ll Ad—5a, O
05=.€In 051 ) 05’——‘—*541—2'
G_r_,___.y ol C/= B —(Ba+5) Oy —4a, O
G [ H 6-5
O_!:yo Cy; 0/ = Bl — (Baz+ bo) 03'—(_%653 +0) O —Ha, Od’_
2 i 7’,6 )

......................................

01,4-2: Yo OI;H-Z 3 G!n-i-z = B“ - ; (n_ 2)@9, + bz} 0“"2-_ ; (72.—- 1)(12 + bi ! 0”"1 — R 0’”

n+2)(n+1)
Dis Losung fir y ist alsdann
(145 y=y O+ OVt + O P 4- O P+ .. L)

. Damit am freien Ende des Stabes y=y, wird, ranss nach GL (14)

1=CP+ OB+ CIP- O+ ., .
sein, '

Von den unendlich vielen Wurzeln dieser Gleichung kommt zir Bestimmung
der kleinsten Kipplast vor'die kleinste Wurzel in Betracht. Wegen der starken
Konvergenz dieser Reihe bekommt men schon einen guten Niherungswert, wenn
man pur zwel (lieder beibehilt.

Damit wiirde sich die Kipplast za

— 1 4 BIET ul
PN 2EI—3u

z

T.

-ergeben. Ferner sieht man sofort, dass
D 3

I> j";‘ J
S
sein muss. Uberschreitet der Wert von I um _......":3__?___3 ‘, so kann eine Kip-
=35

pung erscheinen.

Zum Beispiel erhdlt man mit F=2,000,000 kglew®, 1x=800,000 kgfem?,
I>06J oder I>1.511' :

Die Grosse der verlikalen Auslenkung # folgt aus Gl. (5) dweh FEinsetzen des
dy

Werltes fir # vnd
dx

und daravffolgends zweimalige Integration nach z:
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Pri . o = Q7
15 z:;[_m'____+2 i gt
( ) g Yo Z‘ﬂ;g—ﬂ 1

- %z{ - o 2 ot 2(0«’ * ki gt
22 " 2n+1+ "Zn=4"

n+4
+0: 3 0y ‘“f £

o ) 2n ' . LS T+3
-zy;{ > 77?6”?!2‘_{95,__._+2(303’Z nC — 2

ned ﬁﬂ\gﬂ—l) n=t (ﬂ—]— 3)(’1’:‘,-]— 2)

+4C;’Zau nC’.n’——fjH—-q-....)}

n=s (n+4)(n+3)

+y02{ Z‘ac ﬂ? C-'_nz ,L.-az-i-l . ( 0’2 n u+4

ned (2n +1)4n i (n +4)n+3)

+40/ 3 n0) 20 .

=3 (n+5)(n+4)

Die Verschiebung des Querschnitts in der Achsmhmhtung folgt aus GL (8),
Abschnitt I, durch einmalige Integration:

@6 ds=_ Lo,
. FF

Zum. Schlusse.

Die Theorie der Kipperscheinungen eines Stabes ist zuerst von Prof. I.
Prandtl in seiner Disserfation, Miinchen 1899, eingehend behandelt worden. In
diesera Jahre hat A.(. M. Michel auch eine Abhandlung fiber das Probless
veroffentlicht in ¢ Philosophical Magavine and Journal of Science,” Bd. XLVIII,
London. ‘

Uber dasselben Problem legen noch von Dr. J. Prescott zwei Veroffent-
lichungen vor. Vgl. ¢ Phkilosophical Magazine and Journal of Sciemce” Bd.
XXXVI s. 297 und XXXIX s 194.

In den erwihnten Dissertationen ist das Biegungsmoment J in der vertikalen
Ebene so gewiihlt worden, dass M=P,(1—z). Nach dem Uberschreiten der
Kipplast ist aber der Stab im Grundriss gekriimmt worden und man muss noch
die Komponente des Torsionsmomentes in der vertikalen, tangenten Ebene auf
den Gedanken kommen lassen. Damit hat der Verfasser das Biegungsmoment so

angenommen, dass
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_ dy
MH=P (Z %Y. Zm)

Das Torsionsmoment 7' ist so angegeben, dass
ey
— Pz{ Z_.;)_'; —_— —)
{t—x) o (¥ J)}

Dieser Ausdruck ist gabz gleieh wie dag Ergebnis des Verfassers. Die Difforential-

gleichungen fiiv die Auslenkungen und Verdrvehung lanten

E Ez;_ﬂf_?ra_m)

(a7 f Er ﬂz — Mp= —P(—2)p

f {
| = T=P:{—2) 2L~ o)

Man siet aber ans den Grundgleichungen des Verfassers, dass

% dy ( dy )2
s = . {l—y
o’ “ 2 dx {=a) do }
Fy dy  dz o]
18 Er %Y _pla_ (H__ —B
(18 e {( N oge %)~ =) dz }
ud 2 dp PJQ’J ,,u) —— (yU_J)]’
dz Ao

sein muss.

Prof. 8. Timoschenko hat in einer sshe inhaltsreicken yossischen Apbhandlung,
die im Auszug io deutscher Bprache in der *Zeitschrift fir Mathematik und
Phisik ” 1910, s. 360, erschienen ist, die Torsion wnd die Kipperscheinungen des
Doppel-T-Trigers behandelt. In dieser Dissertation lanten die Torsions-und

Biegungsgleichungen fitr die Kipperscheinung des Doppal-T-Trigers :

2 b '
w0 W LLTP _plo-g g,y
dz b dx
(20) o) RN Y R
de®

wobei % die Hohe des Balkenprofils und I die Bleauuss—stmﬁcrkelt der Flaschen

bedeuten.
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Das zweite Glied der linken Seite der Gl. (19) kommt aus einem Moment
der Schubkrifte in den beiden Flaséhenquersehnitten.

Vernachlissigt man- den Finfluss der Flaschenbiegong des Trdgers, so versch-
D e

windet sich das Glied und kommt man zu der von Prof. - Prandtl

. untersuchien Biegung eines Stabes mit rechteckigem (Querschuiite.

IV Xnickung und Xippung.

Ferner ist noch der in Abb. 4 angegebene Fall zu besprechen, bei dem dex
Stab irn Querschnitte z=0 eingespannt ist, wihrend sich das Stabende m=I frei
verschieben und zugleich frei drehen kann. '

Sobald die Lasten P, und P, geeignete Gurbssen erlangt haben, vermdgen
sis den Stab in der aus der Zeichnung ersichtlichen ausgebogenen Lage dauernd
im Gleichgewichte zun halten.

Die Stittzenwiderstinde ergeben sich aus

SD?'-QZPzL ?BGZP:B?/U: fSL‘E-x —szﬂy

.
(L VP,  He=0, Ny=—pP, ‘

Die Momente beim Punkte (,y,#) sind

=P, (1= 50D
\

e

1T=P, 0o !
' i da ' ;
.B:-Pa,fyl)_y)

Die Differentiaigleichung der elastischen Linien und der Verdrehung des Quers-

chnitts lauten hier

¢ BTt =P fa=w) @) 2 — o) (L) |+ Pl
o el dx
@ BT =pia-o L. L _y) iy 2|+ Pulimy)
da - de  de o
< d d d.
3) pI CL=Pa0—a) 2L~ (o)}~ P (=)
Mack nochmaliger Differentiation der Gi. (5) wnd dwch Einsetzen des Wertes fir

ans

& dy
T dat
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d'e _ 2P (1—x) dy  d=
6 = )+ Pl Y e _
6) s T T [Pz (o~ + z{(l w)( o q’)

~Cy) - H - D) T {0+ (2y0—) 2L

dx
ey )21 ] ( dz ) dy
— (f—a == F —P, .
( T’( dx f+ e dx
Yoraussetzt man hier
de . 1 o o Yo s
dn I P(Zw 4 ) =

dann wixd die G1. (6}

(7 W—z-(ao—f-alm-l-aaa, + 0, )P = oty 04y 2 + 0ty + 0y T+ 04, B+ 0 7

. 1 2 4
wor =k IPIRL TPy
orin gy ”J_EIII ( z o )

4P
vl BT

= —

)

:___Q_M(IP;— r
pd B r

a

= —L Pm'%“‘

GTEIT
of— I

=1 r,; [fz—u-—-_Pszl
T =TT
o=y, ;

—_ _ lopepiopr ETL P BV QEIEI'}
o MIE‘IEI’Z (R B =0+
053:%052 H

e A sz:P~3’_-zP EI+ 3P, Bl P, ”%}
= prmre DL i IR BT
o=t ;

Dt"_.—..-—- 1

9 2
s 2P 5 P2 - BIP.) 2Bl P.P(1- 4]
wIBIEI T { ( g ¢ +2E['P,P, z

51T
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1
e

oty oty ;
cte=1fn 0ts] :
s =Y 0 ;
Abb. dn

o o= 5P 4P, Py’
T WIEIEI'E WJEID
Odsf-: _ Pzg 2Pr szﬂz
pJETED pI BIP

Um die Differentialgleichung (7)
zi ldsen, fithrt man als eine nach

Potenzan von x ansteigende Reibe :
p=dy+ Az d® + At

+ . ..=Z‘Awm“

Durch Eisetzen in Gl. (7) exgibt

Grundriss. _sieh fiir die Koeffizienten 4, folgends
Abb. 4 Rekursionsformel : ‘
. P [(-n +2)(n+ 1) 4+ a4y 4,
""“ + 6!-1 4.4“_] + (47 An__,g + a'4 .An__4 93”
13 L T Y- S
z
Aufriss. Man erhilt alsdamn
Ay=0 A=y, d,; Ay=-— 2.
el
!
Azz?lo-A"_'; A= 0;”
g AT
A=y Aly; A= T WL
Boles 4 32
fo—a, A —a, Al
A=y dly; A= Tant 4.11’: —
; i / r
— P p_ oty dh—adl—ay 4y
As—%Asa Aly= o
! — .,A',,—-a A’r "'a‘lAf
Ag=vy, A'y: A= FaT O A=y Ay 42y
s—YoAg 6 85
A=y Aly; A= ooy — gy Al — oy A’y —ay Ay — oy Ay

78
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As=yyy Ay ; Aly= — aOAIG+31A’§'{;UzAr4+ﬁ"4-<4-’2

........................................

Am-i = ?JDArn-;-Z 3 Al.n-;-z =_ At 4 [,T“d + (.72 Af"_“' + Aln—-l
A+ (p+1)

Die Lésung fitr @ wird
(8 p=y(dh o+ vt A 4 Aty )

Die Grossen der seitlichen Auslenkungen und vertikalen Durehbiegungen ergeben
sich aus:

(h Y=o a4 PP+ O - Olooi . )
(10) El= xz_i‘“ﬁ_ D2 Zﬂ_fy ;J:i .
BRIt Lo
+ OgZ:AC’, :+T+ o Z,,Esc”” :+Z )}
—t‘/ﬂ{z‘n anz o 2n (;z)2 1) +2(2 ¢ Z nsnO' E—%

xﬂ-‘.-a

30, SV o #T
w3020 m BT 2)

#40, 5 a0, Y]

nes | (n+4)(nt3)

@ 297+1 743
g SV o ST o207, 3V 00,22
w2 (-t T2n 2 w (i S)mt2)

PR w " mﬂ-{-!
+1103 § ‘nOﬂ

- (m+4)(n+3)

0.5 00, _ =Ty

= (7?""5)(72"’-4:)

- 142 nt3
+Pu-?/02{ Z‘ A7, mm—‘*—"(Awa C'n ot

=l (n+2)(n+ 1) =2 (%-]—3)(13-{-2)
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L VJ ] xn-M , E ,r'n+5
vl On (n+4)(n+3)+A32 O (n+5)(n+4) )}

n=2 =2

worln

?

=L =B

2 ErR)

o= Bla— (2a,+by) ', O = B— B+ b)) O —(Ba 4 by) O
4.3 ? T b4

BBt b) Oyt b) Oy — (4 + 1) Oy
6.5

..................................................

O,f = Brﬂ'_(a'ln'l'bﬁ) C"'n—' Wz (ﬂ'—'l) +Z)1% Grn—l"" fﬁ’f:(n'—2) +b2} G,-n—ﬂ

) (n+2)(n+1)
_ P _3pAl
“=TFmEr 0 “T 9EIET
N P, N
QETRT’ B Y TEIET
g P g, Pa g PAUEI—pd)
* SETED TUED YT EIET w
By — (Pz A —p g, E
Bl 2B

1 / ;
16,'3':_'“"EI—’ (_PZZJ.ZJ.?,—PZA 2)

..................................................

EI’

Um die Grosse der Knick-bzw. . Kipplast zn echalten, ist in GL. (9)-bzw.

(10) fir = der Wert 1 einzusetzen, ndmlich anniherungsweise
an 1=0LF- O,

(12) EIzD:Pz( P 1o
[}

P )-{-P Y A/I_f_

werin z, die Dunrehbiegnng des Stabendes bedeuntet.

Aus {11) und (12) erhélt man
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&

(13) Pli+pP.+q=0
= GEIE‘I,‘:&J; ?JI\E(EI’ - "I‘(’J) - rr"t'j"“l2 }

wobei

by’ (B — ped ) 2pS —~ BT}
18( BTV BT pd 2,
d =
i | 1= Ty (BI— ) (o — BT')

Der Wert von P, ergibt sich alsdann

3 o~ N2 AR 3 { 2

14 P,= |-L 9 _P_.) —g_ (_fl_)

S \:l 2\/(2)+(3 + NlE )
und

QBT T (3 Elzy— P, )

PPy (2ud— BT

—;.Der Sehluss—



