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非構造格子に基づく浅水流計算モデルの開発と
数値実験
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A novel finite volume method has been presented to solve the shallow water equations on triangular unstructured
grid. Keeping both PV(Point Value) and VIA(Volume Integrated Average) as the model variables and updating the
boundary PVs through a local Riemann solver make the formulation much easier to be extended to unstructured grids
with local reconstruction over single grid cell. We present a two dimensional formulation for shallow water equations
on triangular unstructured grid of high order accuracy. Numerical oscillation can be effectively eliminated through
the use of the reconstructions of oscillation free interpolation functions. We do the realistic Tsunami simulation and
validate our simulator by comparison with the observed data.
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1. 序論

高精度な浅水流計算モデルを構築するためには，高
次精度の定式化に加え，長期的な時間積分に伴う質量
保存性の考慮や衝撃波の位置を正確に捉えることが必
要である．また，複雑境界を高解像度に捕獲できる非
構造格子への拡張にも関心が集まっており，有限要素法
や有限体積法による浅水流計算モデルの開発 1, 2, 3)や実
際の水理問題へ適用した研究が盛んに行われている.4, 5)

一方で近年，我々は高精度かつ Robustな離散化手法
であるCIP/Multi-Moment有限体積法の開発を行ってき
た．6) 本手法は，ある物理量に対して複数の計測量 (”

モーメント”と呼ぶ)を離散変数として取り扱う”マルチ
モーメントの概念”に基づいており，局所的に高次補間
関数を構築可能なことから非構造格子への拡張が従来の
高精度有限体積法よりも容易であるという利点を持つ．

文献 7)では，本手法による浅水波方程式への定式化
を提案し，様々なベンチマークテストについて良好な
結果を得ることに成功した.しかし，海底勾配項につい
ての精度検証，コリオリ力や摩擦力など外力項の検討
は行っておらず，また実際の水理問題への適用は行って
いなかった. そこで,本研究では，海底勾配項に対する
より高精度な定式化方法を提案し,また外力項に対する
定式化，遡上計算方法の導入を行うことで,より実践的
な浅水流計算モデルの提案を行う．

本論文では,第 2章で数値計算手法の概要，第 3章で
浅水波方程式への定式化について説明する. 第 4章で

は，幾つかのベンチマークテストを行い，第 3章で示
した定式化の妥当性について検討する．第 5章では,数
値実験として 2004年インド洋地震津波へ適用する. 最
後に第 6章で本論文の結論を述べる.

2. 数値計算手法

本章では、以下の二次元双曲型方程式に対する定式
化を示すことで,三角形非構造格子を用いた CIP/Multi-

Moment有限体積法の概要を説明する.

∂q
∂t
+
∂F(q)
∂x

+
∂G(q)
∂y

= 0. (1)

ここで，F(q),G(q)は x, y方向の非粘性流束を表す．

(1) モーメントの定義
空間に分布する q(x, y, t) に対し，積分平均値

(VIA:Volume Integrated Average)および離散点における
値 (PV:Point Value)を定義し離散変数として取り扱う．

• VIA :

Vqi ≡
1
∆si

∫
δsi

q(x, y, t)ds, (2)

• PV(セル頂点 vi j ) :

Pvqi j ≡ q(vi j , t) ( j = 1,2,3), (3)



図-1 モーメントの配置 図-2 面積座標

• PV(セル境界の中点mi j ) :

Pmqi j ≡ q(mi j , t) ( j = 1, 2,3). (4)

ただし，δsi ,∆si はそれぞれセル i の計算領域および面
積を表している．各モーメントの配置を図-1に示す．

(2) 補間関数の構築
本研究では，各セル内に定義した複数のモーメント

を用いて三次精度となる二次元二次補間関数を構築す
る．ここで，三角形セル上で補間関数を構築する場合
に有効である面積座標を用いる．図-2に示す三角形の
面積座標 (L1, L2, L3)と Cartesian座標 (x, y)の間には以
下の 1対 1の対応関係が成立する．

x

y

1

 =

x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1



L1

L2

L3

 (5)

本論文で用いる補間関数は以下のようになる．

qi(L1, L2, L3) = a1L1 + a2L2 + a3L3 + a4L1L2

+ a5L2L3 + a6L3L1 + (a7L1 + a8L2 + a9L3)L1L2L3

(6)

ここで係数 a1, ..., a9を決める際に必要な 9つの拘束条
件は，セル内に定義された 7つのモーメントとセル中
心の x, y方向の勾配より与える．ただし，セル中心の
勾配は離散変数ではなく，PV,VIA より間接的に求め
る．また，セル中心の勾配に対して TVD(total variation

diminishing)制限をかけることで数値振動を抑制するこ
とが可能である．8)

(3) Momentの時間発展
各モーメントは，式 (1)より得られる以下の様な時間

に関する常微分方程式より計算を行う．

• VIA :

dVqi

dt
= − 1
∆si

∫
δsi

(
∂F(q)
∂x

+
∂G(q)
∂y

)
ds,

= − 1
∆si

3∑
j=1

∫
δl i j

(
Fi j · nxi j + Gi j · nyi j

)
dl.

(7)

• PV :
dPqi j

dt
= −

(
∂xFi j + ∂yGi j

)
, (8)

ただし，n = (nx,ny)は各境界の外向き単位法線ベクト
ルを示している．また，時間積分法としては，三次精
度 TVD Runge-Kutta法を適用する．
ここで，式 (7)の F = F(q) と G = G(q)，式 (8)の
∂xF = ∂F(q)/∂xと ∂yG = ∂G(q)/∂yは，流束関数およ
び流束関数の一階微分値に対し整合性を持った数値近
似式を表している．本論文では以降,それぞれをVIA お
よび PVの数値流束と呼ぶ.

(4) 数値流束の評価
数値流束の評価するためには，着目する離散点にお

ける流束の連続性を考慮する必要がある．
まず，VIA について考えると，PVがセル境界におい

て連続となる様に定義されていることから,流束もセル
境界において連続であると見なすことができる．よっ
て,数値流束は対応するセル境界上に定義された PVを
用いて直接的に評価する．本研究では，式 (7)の線積分
を三次精度のラグランジュ補間法による数値積分を用
いて評価する．
次に，PVについて考慮すると，隣接する各セルの補間

関数より離散点上の一階微分値 ∂±xq, ∂±y qを求めた場合，
これらは必ずしも一致しない.すなわち，各離散点にお
いて x, y方向の一階微分値に対する局所的な Riemann

問題が存在する．PVの数値流束は，この Riemann問
題を適切な近似 Riemann解法を用いて解くことで評価
する．
本研究では，近似Riemann解法として LLF(local Lax-

Friedrichs) Riemann Solverを用いて次式より求める．

∂xFi j =
1
2

{
∂xF

(
∂xq

−
i j

)
+ ∂xF

(
∂xq

+
i j

)
− αi j

(
∂xq

+
i j − ∂xq

−
i j

)}
∂yGi j =

1
2

{
∂yG

(
∂yq
−
i j

)
+ ∂yG

(
∂yq
+
i j

)
− βi j

(
∂yq
+
i j − ∂yq

−
i j

)}
(9)

ここで，∂xF
(
∂xq±i j

)
, ∂yG

(
∂yq±i j

)
は，∂xq±i j , ∂yq±i j を用い

て評価した流束関数の一階微分値である．また α =
|∂F/∂q|, β = |∂G/∂q|は，それぞれ x, y方向の特性速度
を示し，各離散点に定義された PVを用いて直接評価
する．

3. 浅水波方程式への定式化

本章では，浅水波方程式への定式化について記述する．
まず，基礎となる海底勾配項を含んだ二次元浅水波方
程式は，保存変数を q = [h,M,N]T，流束を F(q),G(q)，
海底勾配項を Sbとすると次のように書き表される．

∂q
∂t
+
∂F(q)
∂x

+
∂G(q)
∂y

= Sb,

F =


M

M2

h +
gh2

2
MN
h

 ,G =


N
MN
h

N2

h +
gh2

2

 ,Sb =


0

−gh∂z
∂x

−gh∂z
∂y


. (10)



ここで，hは水深，M,Nはそれぞれ x, y方向の運動量，
gは重力加速度,zは海底地形の高さである．

(1) 海底勾配項の取り扱い

支配方程式を式 (10) とする空間に静止条件 (h +

z =const,M = 0,N = 0)を与えた場合，その空間にお
ける物理量は外乱を与えない限り時間的に変化しない
(∂q/∂t = 0)はずである.この条件を満たすためには，式
(10)に静止条件を代入することで得られる関係式，

∂

∂x

(
gh2

2

)
= −gh

∂z
∂x
,
∂

∂y

(
gh2

2

)
= −gh

∂z
∂y

(11)

が保持される様に離散化を行う必要がある．以降，式
(11)を”C-Property(Conservation Property)”と呼ぶ．

本研究では，C-Propertyを保持するために海底勾配
項を水位 H = h+ zを含んだ以下の形に書き換える.

− gh
∂z
∂x
= −gh

∂H
∂x
+
∂

∂x

(
gh2

2

)
,

− gh
∂z
∂y
= −gh

∂H
∂y
+
∂

∂y

(
gh2

2

)
.

(12)

すると Hを離散化するので，静止条件では式 (12)の右
辺第 1項が共に 0となり，また第 2項が C-Propertyを
保持するように働く定式化を構築することができる．

(2) モーメントの時間発展

保存変数 qに加え水位 Hに対しても PVと VIA を定
義する．まず，VIA は次の時間発展式より更新を行う．

dVqi

dt
= − 1
∆si

3∑
j=1

∫
δl i j

(
Fi j · nxi j + Gi j · nyi j

)
dl

+
1
∆si

∫
δsi

Sbds.

(13)

数値流束 F ,Gは，セル境界の PVより直接評価する.

ここで，海底勾配項の積分については文献 7)で提案
した方法では二次精度に落ちる問題があった．本研究
では三次精度を維持する為に，式 (12)の第 1項の積分
を以下の様にして求める.

1.セル内に構築した補間関数 (式 (6))より,セルの重
心における h, ∂H/∂x, ∂H/∂yの値を求める.

2.セル頂点・セル境界の中点と重心の計 7点における
値を拘束条件として,各セル内にgh∂H/∂x,gh∂H/∂y

についての二次元二次補間関数を次式より構築する．

qi(L1, L2, L3) = b1L1 + b2L2 + b3L3 + b4L1L2

+ b5L2L3 + b6L3L1 + b7L1L2L3

(14)

3. 2で求めた補間関数を積分して得られた値を,第 1

項の積分値とする.

第 2項の積分は数値流束と同様の方法，すなわちガウ
スの発散定理を適用し,線積分に対してラグランジュ補
間による数値積分を用いて評価する．

次に PVは,式 (10)に式 (12)を代入し,流束の空間微
分項と海底勾配項を足し合わせることで得られる次式
に基づき時間発展計算を行う．

dPqi j

dt
= −

(
∂xFi j + ∂yGi j

)
+ Si j ≡ −

(
∂xF ′i j + ∂yG′i j

)
, (15)

∂xF
′ =


Mx

2uMx − u2hx + c2Hx

−uvhx + vMx + uNx


∂yG

′ =


Ny

−uvhy + vMy + uNy

2vNy + −v2hy + c2Hy


(16)

ただし，u = M/h, v = N/h, c =
√

ghである．静止条件で
は (16)の各項が 0となり，C-Propertyを保持した定式
化になっている．PVの数値流束は，式 (9)に示す LLF

Riemann Solverを用いて評価する．

(3) コリオリ力および海底摩擦力に関する取り扱い
海底勾配項以外の外力項として，コリオリ力の影響

を考慮した Scおよび海底摩擦力の影響を考慮した S f

がある.本研究ではそれぞれ次式より与える.

Sc = [0, fcN,− fcM]T (17)

S f =


0

τx =
gn2

h
7
3

M
√

M2 + N2

τy =
gn2

h
7
3

N
√

M2 + N2


(18)

ここで， fcはコリオリ係数，nはマニング係数を表す.

本研究では，Fractional step法を用いた導入を行う．
具体的には，VIA に対する外力項の計算については,海
底勾配項の第 1項と同様の方法よりセル内における積
分量を求める. 一方，PVに対する外力項は離散点に定
義された PVの値を直接用いて評価する.

(4) 遡上計算
本研究では，移動境界手法として計算格子を固定し

た Euler的手法を用いる．本手法は，陸地領域まで含め
て計算格子を作成し，陸地には人工的に薄い水深を設
定することで，全領域を計算する．また，水際近傍に
位置するモーメントに対しては，若干の特殊操作を加
えた時間発展計算を行う．
a) 陸水判定
本研究では，セル・セル境界・セル頂点に対して，そ

れぞれ以下のような陸域・水際・水域の判定を行う．

1.セル：各時間ステップの Vhより判定

• 陸域：Vh = ε．
• 水域：Vh > ε．

2.セル境界：隣接するセルの陸水判定結果より設定



• 陸域：両側のセルが共に陸域．
• 水域：両側のセルが共に水域．
• 水際：一方のセルが陸域，他方が水域．

3.セル頂点：隣接するセルの陸水判定結果より設定

• 陸域：隣接するセルの一つ以上が陸域．
• 水域：隣接する全てのセルが水域．

b) Momentに対する特殊操作
水深の最少値を hmin = εとし，また各計算 stepにお

いて h ≤ εとなる領域の運動量をを強制的に 0とする．
具体的には以下の特殊操作を行う．

• Vh = εの場合，VM = 0, VN = 0とする．
• Ph ≤ εの場合，Ph = ε, PM = 0, PN = 0とする．

更に，陸域のセルから水が逆流しないように，水際の
運動量 M,Nの PVに対し，以下のような制限を加える．

1. +側のセルが陸域の場合

M = min(0,M), N = min(0,N), (19)

2. −側のセルが陸域の場合

M = max(0,M), N = max(0,N), (20)

ここで，水際のセル境界上に定義された陸域の PVに
ついては周りのセルの VIA より補間して値を更新する．
また，VIA を更新する際，陸域の頂点を含むセル境界
の数値流束は，セル中心の PVのみを用いて評価する．

4. 数値テスト

本章では，幾つかのベンチマークテストを行うこと
で，第 3章で示した各定式化の妥当性を評価する．尚，
特に明記していない場合は SI単位を用いている．また，
重力加速度 gは 9.81[m/s2] として計算を行う．

(1) 精度検証
海底勾配項を含めた本定式化の計算精度を検証する

数値テストを行う.海底地形および初期条件を以下のよ
うに定める.

z(x, y) = sin(2.0πx),

h0(x, y) = 10.0+ exp(sin(2.0πx)) cos(2.0πy),

M0(x, y) = sin(cos(2.0πx)) sin(2.0πy),

N0(x, y) = cos(2.0πx) cos(sin(2.0πy)).

(21)

また,上下左右とも周期境界条件を与え,計算格子には,

正方形格子の左上と右下の頂点を結んだ対角線で分割
した三角形格子を用いる.

ここでは,衝撃波が解に現れないように計算終了時刻
を t = 0.05とし,セル数 1280000の結果を半解析解と見
なして,誤差の収束性の検証を行う.表-1に hの VIA に

表-1 hに対する L1誤差および計算精度

セル数 L1誤差 精度

1250 2.28E − 3 -

5000 3.57E − 4 2.67

20000 4.96E − 5 2.85

80000 6.38E − 6 2.96

ついての L1誤差および精度のオーダーを示す. この結
果より，本定式化は滑らかな解の場合，非線形問題に
対しても三次精度を保持していることがわかる.

(2) Rossbyの孤立波

本問題では，重力加速度 g = 1,コリオリ係数 fc = y

とすることで，支配方程式を無次元化した赤道ベータ面
浅水波方程式としている．計算領域 [−24,24]× [−12,12]

とし,上下を壁境界,左右を周期境界に設定し,以下の初
期条件を与える.

h0(x, y) = 1+ ϕ(x) 3+6y2

4 exp(−0.5y2)

u0(x, y) = ϕ(x)−9+6y2

4 exp(−0.5y2),

v0(x, y) = ϕx(x)2yexp(−0.5y2),

(22)

ただし,ϕ(x)および ϕx(x)は次式より与えられる.
ϕ(x) = 0.771B2sech(Bx),

ϕx(x) = −2Bϕ(x)tanh(Bx),

B = 0.395

(23)

本問題は，初期に分布された孤立波が一定の位相速
度で形状を維持しながら伝播する. このような伝播は,

線形波動力学と非線形性との絶妙なバランスのもと成
り立っており,非線形問題に対する計算手法の分散性と
散逸性を検証するのに用いられる.9)尚,上記の条件を用
いると時刻 t = 120に孤立波が初期位置に戻ることが半
解析的に求められている.

ここでは,二次精度有限体積法 (FV2)との比較を行う.

ただし，FV2は離散変数の数とセル数は等しくなるの
に対し,本手法の離散変数の数はセル数の約 3倍となる．
そこで，本論文では計算セル数と離散変数の数につい
て考慮した比較を行う.

まず，図-3に時刻 t = 120における hの等高線図を示
す. 同じセル数の計算格子を用いた (a)と (c)の比較よ
り，FV2の結果が拡散的で初期形状を維持できていな
いのに対し，本手法は数値拡散が小さく，中心位置が
厳密解となる [0,0]により近い結果が得られている.ま
た (b)と (d)の比較より，本手法は計算格子が 4倍，離
散変数の数も約 1.3倍となる FV2と拡散・移動後の位
置共に同程度の結果を得られている事が分かる．

より詳細に比較するため，図-4にセル数 160000を用
いた FV2(図-3(b))とセル数 40000を用いた本手法 (図-
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図-4 hの最大値の時間履歴

表-2 計算時間の比較

セル数 離散変数の数 計算時間

FV2 160000 160000 988[s]

Present 40000 120601 629[s]

3(d))の計算における hの最大値の時間履歴を示す. こ
の結果より若干ではあるが，本手法の方が良好な結果
となっている事が分かる．
更にそれぞれの計算時間を表-2に示す．本問題の計

算時間は FV2の約 2/3倍であり，計算コストについて
も十分実用的であると考えられる.

(3) 遡上問題

ここでは，Thacker10)によって提案された解析解を持
つ遡上モデル検証問題を行う．計算領域 [−4000,4000]×
[−4000,4000]とし，次式より与えられるボール状の海
底地形に対し，

z(x, y) =


−D0

(
1− r2

L2

)
, if r ≤ R0,

−D0

1− R2
0

L2

 , otherwise,
(24)

以下の初期条件を与える．H0(x, y) = D0

[
(1− A2)1/2

1− A
− 1− r2

L2

{
1− A2

(1− A)2
− 1

}]
,

M0(x, y) = 0, N0(x, y) = 0.
(25)
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図-5 x軸による H の断面図 (実線:計算結果，破線:厳密解)

ただし，r および Aはそれぞれ次式より与えられる.

r =
√

x2 + y2, A =
L4 − R4

0

L4 + R4
0

(26)

また，各定数をそれぞれ D0 = 1.0，L = 2500，R0 =

2000として計算を行う．セル数 12800，時間ステップ
∆t = 0.05とし,また，陸水判定の微小量 ε = 0.05とし
て計算を行った．
図-5に各時刻における x軸による断面図を示す. 実

線が計算結果，破線が厳密解を表している．本定式化
より,緩やかな勾配を持つ陸域に遡上する問題へ適用す
ることが可能であることが分かる．しかし，本計算で
用いた εが十分小さな値ではないため，時間と共に厳
密解との挙動の差が大きくなっている．今後は，水際
付近における人口粘性の導入や補間関数のセル中心勾
配にかける制限を変更することで，より小さな εで計
算できるように改善する必要がある．

5. 数値実験

本章では，2004年のインド洋地震津波を対象とした
数値実験について記述する．初期条件として，海底面
の変形量 11)を水位 Hの変位量として用いる．また，海
底地形データは ETOPO2 Bathymetric Data12)を元に作
成した．図-6に (a)初期水位と (b)時刻 20000[s]におけ
る水位の等高線図を示す．
本モデルの検証として，海岸付近における最大水位に

ついて計測データとの比較を行う．本研究では，Chu-

lalongkorn大学の Dr.Anatより提供して頂いた DPRI,

DR.Nakorn, Dr.Chookeatによる三種類の計測データを
用いる．各データはそれぞれ異なる方法,異なる位置で
計測されているが,データ間に整合性が確認できること
から,検証に用いるのに妥当であると考えられる.
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図-6 水位の等高線図
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図-7 計算結果 (黒)と計測データ (DPRI:緑，Dr. Nakorn:青，
Dr. Chookeat:赤)の最大水位比較

図-7に，(a)最大水位および (b)計測地点を示す. (a)
と (b)は，縦軸が示す緯度が一致するように描写してい
る．この結果より，全体的なプロファイルについて，計
測データの結果と非常に良く一致していることが確認
できる.しかし，幾つかの点では，計測データよりかな
り小さな値となっていることが分かる．これは，計算結
果が水位のセル積分平均値であるのに対し計測データ
は局所的な値である点，また本計算で用いた地形デー
タおよび計算格子の解像度が沿岸付近において不十分
である可能性などが原因として考えられる．

6. 結論

本論文によって,得られた結果は以下のとおりである.

1.海底勾配項の定式化を改良し,滑らかな解をもつ非
線形問題に対して三次精度を得ることに成功した.

2.コリオリ力を考慮した二次元浅水波方程式に対す

る数値テストを行った. 4倍細かい格子を用いた二
次精度有限体積法の結果と比較して,解の解像度お

よび計算時間について本手法の優位性を確認した.

3.陸域に人工的な微小水深 εを仮定する事で,緩やか
な勾配を持つ陸域への遡上計算が可能であること
を示した.また，今後はより小さな εで計算できる
ように改良が必要である．

4. 2004年インド洋地震津波を対象とした数値実験を
行い,最大水位に関する計測データと比較したとこ
ろ，全体的に妥当な結果を得ることに成功した.
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