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   Effects of turbulent fluctuations of small scales on the kernel interpolation used in smoothed particle 

methods for calculation of free-surface flows have been investigated.  The fluctuations in the paths of 

fluid particles appear as extra effects in the dynamic equations of motion similar to the Reynolds stress or 

sub-grid scale stress that arises from averaging turbulent flows.  This effect is in addition to the 

averaging of the smoothed particle hydrodynamics (SPH) modeled by XSPH method by Monaghan 

(1994). Test calculations are conducted of turbulent flow in collapsing water column.  With the extra 

turbulence terms appropriately modeled, the calculation results are much closer to the observation than 

the original SPH, or XSPH modification or Moving Particle Semi-implicit (MPS) calculation results. 
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1. はじめに 
 

流れの数値計算は，空間に固定された計算格子点

での値を微分方程式の差分近似により解く手法が主

流であるが，界面が大きく変動する自由水面流など

の数値計算には，流速など流れの変数を流体粒子と

ともに移動する点で定義し，これらの値より空間微

分項を内挿により求める，いわゆる粒子法

（Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) 
1)や Moving 

Particle Semi-implicit (MPS)
 2)）が有用であることが示

され応用も進んでいる 3)．これらの方法を水工学の

流れに適用するには乱流効果を反映する必要がある

が，これまでの研究では乱れを考慮したものはほと

んどない 3)．粒子法を単に運動方程式など輸送方程

式の離散化法としてとらえると，乱流項を含むレイ

ノルズ平均運動方程式や空間フィルタ平均運動方程

式に適用することにより乱流の計算ができると考え

られる．実際 Colagrossi & Landrini
4), Violeau & Issa

5)，

後藤ら 6)などにより通常のオイラー乱流統計量の輸

送方程式に適用し，乱流計算が試みられている．し

かし，粒子法の基本である内挿式は空間平均で，内

挿距離より小さいスケールの変動のある流れ場に適

用 し た 場 合 ， そ の 名 （ Smoothed Particle 

Hydrodynamics）のとおり単なる微分量の離散近似で

はなく，空間的に平滑化した量を表わす．したがっ

て粒子間内挿により評価された力を受ける粒子は流

体を空間平均したもの，というより加速度を空間平

均したものを加速度とする仮想粒子である．従って

この加速度を時間積分して得られる速度は実際の流

体粒子の（単位質量あたりの）運動量を表すわけで

も，移動速度を表すわけでもない．Holm
7)はラグラ

ンジェおよびオイラー座標系での運動方程式を厳密

に平均した式を導出し，ラグランジェ平均とオイラ

ー平均の違いや，移動速度の平均と運動量の平均は

異なることを指摘している．またラグランジェ平均

には粒子の分散による効果があることを指摘してい

る．Monaghan
8)はこれに適合するような方法で試し

計算を行なっているが，その詳細は十分検討されて

いない． 

粒子法の最大の特徴は流体粒子に固定した運動方

程式を解くことにより非線形移流項の離散化に伴う

問題を避けられるところにあるが，上述のように乱

流に適用した場合，変動する粒子に厳密に追随する

ラグランジェ記述は不可能で，粒子平均した軌道に

沿う座標での運動方程式を扱うことになる．この場

合粒子軌跡の変動から発生する空間平滑効果を避け

ることはできない．この粒子軌跡変動の影響は

Monaghan
1)が計算を安定させる目的で導入した項に

関連している．しかし，分散効果やサブグリッド応

力に相当する付加応力など乱流計算において発生す

る粒子軌跡変動の効果については十分研究されてい



 

 

ない 3)． 

 本報では，SPH 粒子法を見直し，乱流予測，とく

に Large-eddy Simulation (LES) に準じた大スケール

運動のシミュレーションに適用するに必要な基礎式，

およびそのモデリングを検討する．さらに自由水面

流でも水面の大きく変動し水滴が飛散する流れのベ

ンチマークケースである水柱崩壊過程の計算に適用

し，既往の計算や実験結果と比較しその妥当性や効

果を検証する． 

 

2. 粒子間内挿 
 

SPH 法あるいはそれの改良法では流れの変数 Aの

任意の点 r での値は，周辺の値を内挿することによ

り評価できるという仮定に基づいている．A の内挿

値 AIをカーネル積分で表すと 

    ')'(,')( rrrrr dAhWAI       (1) 

である．ここで W(r - r’,h) は距離約 h のまわりから

平均する内挿カーネル関数で， 
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の正規条件と内挿距離ゼロの極限の条件を満たす．

この式を数値計算で評価するには流れ空間に固定さ

れた計算格子は必要でなく，任意の離散点で A が与

えられていればよい．A(r) が有限個の粒子で代表さ

れる離散点 rbで与えられている場合，(1)式の離散近

似 ASは 
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とAbの重み付平均で表せる．ここでmb, b, Ab,は点 rb 

近傍の流体を代表する粒子 b の質量，密度および流

れの変数で，は r の近傍粒子全ての合計，比mb/b

は粒子 b の代表する体積になる.これよりAの勾配

ベクトルは 
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と表せる．速度のようなベクトル関数の発散も同様

に近似でき，運動方程式中の諸量も近傍の粒子の値

から内挿できる．通常の粒子法ではこれら離散内挿

近似を変数の近似値と見なし数値計算で解く．すな

わち，運動している流体粒子 a の時間 t における位

置 ra(t) の流体にかかる（単位質量あたりの）力を内

挿式で表し，粒子 a の加速度 dva /dt と等しいとする

と 
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が得られる．ここで[ ] x=ra(t)は式(3),(4)などで表わさ

れる粒子内挿近似，g，は重力の加速度と動粘性係

数，p，v はオイラー座標xでの圧力と流速である．

式(5)は両辺とも独立変数は時間 t のみの常微分方

程式であることが注目される．粒子aの速度va(t)は位

置ra(t)の時間変化 
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であるので式(5)の右辺の圧力勾配と粘性応力の内

挿が評価できればva(t)と位置ra(t)が解けることにな

る．SPH法では非圧縮流も弱圧縮性で近似し，密度

の時間発展 
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を同時に解き，圧力は状態方程式から求める．MPS

法では非圧縮流を仮定し，密度は一定とし，式(7)の

右辺=0より，あるいは粒子密度が変化しないとする

式より圧力を求める． 

以上が通常の粒子法の基礎方程式である．しかし，

式(1)，式(3)さらに式(4)で表される粒子内挿式は空間

フィルタをかけたもので，実際，式(3)，(4)では左辺

の項を添字Sで区別しているにもかかわらず，式(5), 

(7)ではこれらを内挿する前の値と等しいとしてい

る．従って粒子法では，平滑化した変数とそうでな

い変数が同一式に混在していることになる．  

以上のような一見整合していない基礎式を見直し，

粒子内挿法を瞬時運動方程式に適用し，式全体が統

一されたものを導き，検証例で確かめることにする． 
 

3. 任意ラグランジアンーオイラリアン（ALE）

一般運動方程式の粒子内挿近似（Smoothed 

Particle Representation） 

 

本研究では前節の通常の粒子法とは異なり，空間

平均した力を受けて移動する仮想粒子の運動を解く．

本節ではその定義に沿った基礎方程式を示す． 

以降の表記を簡単にするため，A あるいはそれに

演算を施した F{A}を位置 r で粒子内挿近似したも

のを  r}{AF と表す.すなわち 
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この粒子内挿を上記の仮想粒子の運動方程式に適用

する．ただし適用する式はオイラー表記でもなくラ

グランジェ表記でもない．任意の速度 V で移動する

座標 r ，すなわち 

V
r


dt

d
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を満たす位置 r での運動方程式と質量保存式 

  vgvVv
v 21








p

t
    (10) 

  vVv 







t
        (11) 

に適用する．V を流体粒子の移動速度 v とするとラ

グランジェ座標上の方程式になる．ここで V， r を

上で説明した仮想粒子の速度 va(t)および位置 ra(t)と

すると式(9)，(10)，(11)は 
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となる．次に式(13)の各項を位置 ra(t)で内挿すると 
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となる．ここで仮想粒子の加速度は 

a
ttd

d a

r

vv
vv














            (16) 

であることから仮想粒子の運動方程式は 
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と書ける．この式の右辺最後の項は粒子内挿距離 h

以下のスケールの乱流変動，すなわち分散による影

響を表す．同様に質量保存式は 
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となる．以上が乱流変動を考慮した粒子内挿を用い

た基礎式である． 

 

4. その他の関係式と数値計算法 
 

 前節では基礎式を導出したが，実際の計算で必要

な関係式を以下にまとめる． 

カーネル関数Wには次のような3次スプライン関

数 
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を用いる．ここで baabr rr  である．圧力勾配と粘

性項の粒子内挿は Kajitar & Monaghan
9)と同様 
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とした．ただし粘性項 ab は 
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baab vvv  , baab rrr  ，   2baab   であ

る．圧力は状態方程式 
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より密度から一義的に計算する．0 は初期の密度で，

=7，B の値は音速が最大流速の 1 パーセント程度

以下になるよう，最大水深が H0の場合 


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にとっている． 

基礎式の時間進行には時間ステップt の 1/2 進ま

せた中間値を予測し，t 後の値を求める予測・修正

法を用いる．固定境界には固定した境界粒子を配置

し，自由粒子との間に反発及び摩擦力を与えること

により粘着条件を課す．詳細は Kajitar & Monaghan
9)

 

の方法に従う． 

粒子内挿平均の計算では，すべての粒子から和を

求めると非常に時間がかかってしまう．そのため領

域を粒子平均幅 h の 2倍以上の幅を持つリンクセル

(Hockney & Eastwood
10)

)に分割し，隣接セル内の粒子

のみの和をとるリンクセル方式を採用することによ

り，計算時間を大幅に短縮する工夫をしている． 

MonaghanのXSPH法では計算安定のため式(12)の

右辺のvaのかわりに空間平均した速度 av̂ を用い 
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としている．ここで=0.5 である．本計算でもこの

修正を導入した計算を行う．  

 式(17)の v と av の積の内挿値は乱流変動によるも

のなので，ここではエネルギー散逸を重視し，LES

に用いられる標準 Smagorinsky モデルに準じたモデ

ルを粒子内挿速度に適用した 11)． 
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S は変形速度テンソル S の絶対値の 2 倍である．

モデルの詳細は今後の研究に譲り，本研究では

Smagorinsky 定数 CS は等方性乱流や自由乱流に用い

られる値 0.13 とする． 

密度相関項は質量保存に影響するが、今後の検討

課題とすることとし、本研究では無視する。 

 

5. 水柱崩壊の計算での検証 

 
  上記の粒子法を試すのに図-１に示すような長さ

4L の容器の片側に置かれた幅 L 高さ 2L の水柱の崩

壊過程の計算を行った．Koshizuka et al.
2)は L=14.6cm 

 
L=14.6cm     

図-１ 水柱崩壊初期状態． 



 

 

の初期水柱幅について実験及び MPS 法による計算

を行っているのでこの条件に合わせた計算を行い，

比較し考察する．実験は奥行き約 L の水槽で行われ 

ているので本計算では完全すべりを仮定した側壁を 

設置し３次元計算を行う．粒子数は横方向に 20 個、

高さ方向に 40 個，奥行方向に 4 個配置し，初期静止

状態から始め，実時間約 10 秒間の粒子の運動を時間

ステップ 10
-4 秒で計算する． 

 図-2は Koshizuka et al. 
2)の実験により得られた崩

壊過程の連続静止写真を示す．この水柱崩壊問題で

は水滴の飛散と水面の乱れに注目されるが，通常の

ビデオ画像からどの領域でどの程度発達した乱流に

なっているかはあまり調べられていない．しかし流

速と全体の乱れからすると大きく乱れた乱流である． 

最大流速は 2m/s を超え，その時の水深は 5cm 程度

あり水深を基にしたレイノルズ数は約 10
5 である．

加速中乱流遷移は起こり難いが，水塊先端が右端に

衝突した後の減速時には確実に乱流遷移している流

れである． 

図-3は Koshizuka et al.
 2)により行われた乱れを無 

t =0.1sec    

t =0.2sec    

t =0.3sec   
 

t =0.4sec   
 

t =0.5sec   
 

t =1.0sec    
図-2 Koshizuka et al. 2による水柱崩壊実験結果． 図-3 Koshizuka et al.2) による MPS 法を用

いた水柱崩壊の計算結果． 

 



 

 

視した MPS による計算結果である．実験結果と同じ

ように崩壊開始後時間 t =0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5sec と t 

=1.0sec での粒子の位置と速度を示している．この

計算法は粘性を考慮しているが，壁面は完全スリッ

プと仮定しているので先端速度は実験より早い．ま

た t =0.3sec 以降は粒子が飛散し t =1.0sec では粒子は

分散しすぎている． 

 図-4 は Monaghan
3)のオリジナル SPH 法で行った

計算結果を示す．Monaghan
3)は衝撃波を和らげるよ

うな人工粘性を与えるため，実際の粘性より数桁大

きい粘性値になっている．このため水塊先端の移動

速度は実験より遅く，右壁衝突後の跳ね上がり高さ

も実験に比べかなり低く，また右壁衝突後の水面乱

れが小さく水面振動の収まりもかなりはやくなって

いる．  

 次に図-5に本報で提案する方法で，運動量式に乱

れを考慮した計算の結果である．t=0.3sec での先端

の位置，t=0.5sec での水塊の高さ，t=1.0sec での水

面の振動など実験の特性をよくとらえているといえ

る．ただ t=0.8sec あたりで跳ね上がった水塊が水槽 

t =0.1sec   

t =0.2sec   

t =0.3sec   

t =0.4sec   

t =0.5sec   

t =1.0sec   
図-4 Monaghan3) の方法による水柱崩壊の 3 次元

計算結果． 

図-5 乱流変動を考慮した方法による水柱崩壊の

計算結果． 
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図-6 水塊先端の位置． 

 

のなかほどに落下し，水面を振動させるときの位置

と時間が実験とややずれているので，t=1.0sec での

水面形がやや違っている．しかし右端に衝突した後

水面が巻き上げられ大きく乱れた流れが左壁に向か

って戻っている様子は他の計算では再現されていな

いが，乱れ効果を考慮した本方法ではよく再現され

ている． 

図-6 は右壁に当たる直前までの水塊の先端の位

置を示している．Monaghan の方法での計算結果は実

験に比べて先端の移動が遅く，Koshizuka et al.
2)の結

果は粒子数の多い場合が速くなっているのに対し，

乱れ効果を導入した計算値は実験値に近い結果とな

っている． 

 以上のように乱流のシミュレーションに粒子法を

用いる場合，運動量方程式に変動効果を導入するこ

とによりレイノルズ数の高い流れのより現実的な結

果が得られることが判った． 

 

6. 結言 
 

 粒子法を実用的乱流シミュレーションに適用する

のを目的に，粒子内挿距離以下の変動の効果を考慮

した基礎運動方程式を導き，SPH 法に従った計算法

を提案した．これまでの計算では衝撃波など密度の

急変に対応するような実際より数桁大きい粘性を設

定する層流計算であったが，本研究では粘性は実際

の分子粘性係数とし，乱れによる実質的粘性は

Smagorinsky モデルに準じたモデルで，局所の速度

勾配と粒子内挿距離に依存するモデルを導入した．

実験室スケールではあるが水柱崩壊過程の計算を行

い，乱れ効果を導入した計算はこれまでの計算法に

比べ壁面摩擦の効果及び全体の乱れの状況が実験に

かなり近いものになることが分かった．今後モデル

の詳細を検討し，流入，流出境界条件を導入するこ

とにより，定常流の計算にも適用できるようにする．

また流速分布やレイノルズ平均量の検証も行う予定

である． 
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