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地下水文量分布に関する
時空間地球統計学的推定手法の提案
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�� 序論

気温・降水量など所与の気象観測データあるいは河
川流量・水位や地下水位などの水文観測データは水文
現象の再現計算時に入力データまたは再現検証データ
として用いられる．ゆえにそれらの空間分布と時間変
化は重要である．従来の入力データ作成時は，点在す
る観測データを空間分布として扱うべく，�������分割
で定めた多角形有効域毎に観測値�代表値が一様である
と見なして与える�������法，または，観測値�代表値
の影響度が距離に反比例すると仮定し，距離の逆数か
ら定めた重みを乗じた観測値の和で空間補間的に各格
子セル毎の値を算出する距離逆数法を採用しているこ
とが多い．しかし前者は概して粗く不連続な階段状の
分布となる点，後者は観測値の影響が距離に反比例す
ることの理論的根拠が必ずしも保障されないという点
に問題がある．さらに後者は，比較的細かい分布を扱
う際に，降水量のようなゼロ領域を部分的に有する空
間変量に対しても連続かつ滑らかな空間分布を全域に
算出し，望まない不都合な結果を生じてしまうことも
ある．故に，空間全域の再現性よりも部分領域的な �数
箇所の観測点での�再現性を重要視する場合に向く．

本研究に用いる分布推定手法は地球統計学に基づ
く�������推定法である．これは�
������ ��� ��がそ
の基礎を提案し，地質学の分野で������! 
�� ���"

#$�������� %�や��������%&�が推定手法を理論化し，計

算方法を体系化した．しばらくして水工学分野にも応
用者が現れ，	
'$�!
�� 
�� ��!(���� ��が水文学問題
に，��!!����)�ら ��� ��が水理学問題に，�!�*��� 
��

+��'
� ���%&�が地下水問題に応用した．さらに,��

ら ���%-�や������'
 
�� ���
��������%.�が地下水学
の逆問題アプローチに援用して成功を収めた．その後，
空間変数が複数になっても分布推定ができる /��������

手法���������も���0年前後から水工学分野で使われるよ
うになってきた．この�������推定手法を単純に言えば，
多変量重回帰モデルにランダム成分を加えて，観測地
点での推定値と観測データが必ず一致するようにし，非
観測点での推定値を周囲の観測点からの重み付き観測
値の和で空間補間的に求めていく条件付き分布推定法
である���．しかし，どの研究も時間変数または空間変
数のいずれかを対象として分布推定していて，同時推
定に成功したものはない．筆者らは水文モデルパラメー
タ分布について，空間分布として同定する手法，ある
いは，領域積分による集中モデル化時の等価パラメー
タの求め方���に関する手法を各々提案してきた．これ
らはパラメータがモデルに依存する定数のため，時間
に依存しない分布を扱っていた．本研究では，時間変
動を伴う空間分布を推定補間対象に考えるため，従来
は空間補間を目的としている地球統計学の�������を時
間方向にも拡張し，時空間分布を推定するための新た
な�������を提案するとともに検証する．



�� 時空間統計モデル

��� 位相トレンド構造

�������推定時，式 ���の様に対象変量����をトレン
ド成分����とランダム成分����に分解し，ランダム
成分の定常性を確保する．

���� 1 ���� 2 ���� ���

ここに，�：空間座標ベクトル �345�とする．本稿では
式 �&�の様に両成分を時空間関数形に変更し，時空間対
応型に拡張させることを考える．

���� �� 1 ���� �� 2 ���� �� �&�

ただし，�：時間とする．そのトレンド関数���� ��は時
間と空間座標を変数とする関数形に定める必要がある．
その関数形状は一般に観測データから或る程度推定的
に設定するが，観測データが少ない場合やまとまらず
に散在している場合などそれが設定しづらい場合は，多
項式形を置くことが概して多い．これは式 �&�右辺を左
辺の�
5!��展開式と見なしたときに，�次までの多項
式をトレンド関数，それより高次の項をランダム関数
と考えることで，トレンド関数が多項式になると言え
ることによる．その多項式の次数�は観測データによ
り最良値を定めればよい．以下では，時間への拡張手
法を平易に説明するために式 �-�の様な一次多項式を用
いるが，これが�次多項式に展開されても時間に関す
る項が増えるだけで一般性は失われない．

���� �� 1 �� 2 ���2 ��	 2 ��� �-�

ここに，��：係数とする．トレンド関数の従来モデルと
式 �-�との違いは第6項の時間トレンド成分項にある．
対象変量は空間と時間という異なる性質の変数を同時
に有しているものの，多項式形式で表されているため，
適切な次元の係数 ��4��4��を�4	4�にそれぞれ乗じるこ
とで，多項式各項を���� ��と同じ次元に容易にそろえ
ることができる．後述の「時間距離換算パラメータ」を
提案・導入する場合でも，多項式形式は矛盾点を出す
ことなく扱えるかたちになっている．よって時空間に
対応した上記構造のトレンド関数を「位相トレンド関
数」と定義する．

��� 位相ランダム構造

ランダム成分は，その相関式において観測データ間
の相関距離が重要となる．ただし，時間と空間は異なる
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図�� 時間距離換算パラメータ�の概念
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図�� ２点間の位相距離

性質の座標変数であるため，同一空間内で計量するた
めには位相空間で考える必要がある．本研究では，時間
距離 ��単位時間；��4 '��4 ��/などの単位は考察対象で
決める�に匹敵する空間距離 ��'4 '4 /'などの単位は
考察対象で決める�を換算すると
�� 0� になると考え，
その
を時間距離換算パラメータと定義する．図��は
その概念を示している．空間方向に �，時間方向に�だ
け離れた場合の時空間での距離は

�
&ではない．時間を

空間距離に換算して
だけ離れていると考えれば，そ
の時空間距離は

�

� 2 �となる．同換算パラメータは

速度の次元を持っており，起こった変化が何らかの定
速の動きに乗ることで離れていった移動距離を示すも
のと考えればよい．特に，観測データのランダム成分
が�つの定常性を持つ時空間領域内では，
も統計パラ
メータであって定常性があると見なせることから，位
相時空間領域内では
が一定値と考える必要がある．

これを踏まえて，時空間距離すなわち位相距離を算出
する方法を以下の様に示す．位相一次元距離を��，空
間二次元距離を��とすると，図��を参照すれば，
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である．位相一次元距離で相関関係を考える際は式 �7�

～�%�の様な共分散関数
���を用意すればよい．ここ
に，��4 ��4 ��はそれぞれ「位相相関距離」，「空間相関
距離」，「時間相関距離」と呼んで定義し，それぞれを
区別する．

・位相一次元指数型　：
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・位相一次元球状型　：
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本稿記載外の共分散関数形も同様の利用方法で対応で
きることは自明であり，位相空間距離を用いた共分散
関数は一般性を失わない．次に，位相二次元は空間・時
間別に相関距離を考える場合，式 ���4��0�の様な共分散
関数でよい．また，空間と時間の混在した位相相関距離
�� �1

�
��

� 2 �
���� ��
�
��

� 2 �
�����と空間相関距
離�� �1�� �� ���を考える場合は式の形状が式 ���4��0�

と同じである．そこでは��が図��の様に位相距離にな
るため，数値実験 �後述�において上述の位相一次元距
離と一部同じく��を含む項に
の影響した結果が現れ
る．よって上述の位相一次元と同じ議論になるため，こ
の場合の議論は省くものとする．

・位相二次元指数型　：
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・位相二次元ガウス型：
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同様に位相三次元では式 ����4��&�の様な関数になる．

・位相三次元指数型　：
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・位相三次元ガウス型：
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位相二・三次元共分散関数では，時間からの換算の位
相相関距離��が
を含んだかたちのため，
を直接同
定せずに考えれられる．同様に，先述の位相トレンド
関数においても ��は
を含んだ係数と見なしてもよい
が，こちらは従来モデルのかたちと変わりはないため，
計算は時間距離換算パラメータ値を意識することなく
実行できる．ところで�������推定値�����は元来，重
み付き観測値の総和に帰着する．いま，�：観測値の重
み係数ベクトル，�：観測値ベクトル，����：位相トレ
ンド多項式で用いる基底関数ベクトル，�：観測点毎の
����のベクトル量を転置して観測位置順に縦に並べて
出来た行列，�：観測点間でのランダム成分の共分散行
列，����：�つの推定位置のランダム成分と各観測点で
のランダム成分との共分散値を縦に並べて出来たベク
トルとおくと，
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と書ける．従来はその重みを時間毎に求めていたため，
実質的に重みが時間依存となっていた．すなわち，式
��-�4��6�の����，�，����，�に使われるパラメータ

Prototypes

Analytial models

図�� 未知の原型に対する各解析モデル適合性の概念図

��4 ��4 �� が時間毎に求められていた上に，その時間方
向の漸化関係は考慮されないままになっていた．本研
究では，これらの行列・ベクトルには全て時間方向へ
の漸化関係が考慮されており，重み�も当然のように
時空間距離 �位相空間距離�で定まることが式 ��6�から
も判る．また本手法では各パラメータが時間に依存し
ない定数で得られるため，一度定まった重みはどの時
刻にも使え，降雨量の	��出力に対するダウンスケー
ル時の分布再現にも利用可能と期待される．

��� 情報量規準 ��	

図��は，8実物9ないしは8実現象9である原型 �プロ
トタイプ�に対して，解析モデルが様々当てはめられた
状況を抽象的に示したものである．本来，原型 �網掛け
部�の構造は未知なものであることが多い．これを解析
する場合，連続性，保存性，法則性といった理論的考察
から派生したような何らかの型にはまった解析モデル
�太実線内部�で表現しなければならない．すると図��

のように，モデル構造上のズレが多かれ少なかれ必ず
生じることになる．一般的には，このズレを直接計るこ
とで個々のモデルの適合度を調べればよいが，上述に
もあるようにプロトタイプは未知なため，両者のズレ
を直接的かつ絶対的に評価することは不可能と言える．
しかし，プロトタイプが唯一無二であって不変である
ことに留意すると，ズレを表すモデル誤差評価式にお
いて，プロトタイプの構造を示す項は定数と見なせる
ことに気が付く．よって解析モデル間の適合性の優劣
だけでよいのであれば，モデル誤差評価式の解析モデ
ル構造を示す項だけを抽出し，比較することでズレ �モ
デル適合度�の相対的評価が実現可能となる．その指標
が情報量規準 ���*��'
���� ����������と呼ばれており，
本稿でもモデルの適合度を判断する指標として採用し
ている．

本研究での統計モデルは，�通りのトレンドモデルと



複数のランダムモデルの組み合わせが考えられる．一
連の統計モデル構造同定の際に同時に複数のモデルか
ら最適な統計モデルを選定する．まず各統計モデルに
対してパラメータを最尤推定すると同時に，各モデル毎
に情報量規準値を算出する．本稿では以下に記す���：
赤池情報量規準���，を採用して算出する．

��� 1 �&�::2 &� ��.�

ただし，�::：最大対数尤度，�：パラメータ数を表す．

次に数通りの
値毎に���を大小比較する．小さな
値ほど適合度は高いと判断してモデル間の相対的優劣
を考える．この作業から行い，各モデルに対する最小
の���となる
の値が大まかに見えてくる．これは


がハイパーパラメータとして扱われているためによる．

�� 数値実験

本研究では，河川水位は河道域のみの分布となり，降
水量は晴天時に時間的不連続となることなどから，時
空間連続性・変動性が常時あって検討するには比較的
扱いやすい流域内の地下水位分布をまず検討対象とす
ることにした．

本提案手法の効用について検討すべく，宮古島砂川
地下水盆流域の ���-年�0月&0日と ��月&0日における
月例の地下水位分布一斉水位観測データを用いた．な
お両日ともに地下水位分布が特別な対象日というわけ
ではなく，観測の定期性を重視してデータの日にちを
定めている．単位時間は��
5で設定，単位長さは�'

とし，それに対する色々な値の
 �0 � 
 � &�を使って
比較検討した．

��� 位相一次元指数型の場合

トレンド関数・共分散関数のパラメータを最尤法で
同定した結果は
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図�� ����年��月��日地下水位分布推定結果 �位相一次元
相関距離での場合	
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図�
 ����年��月��日地下水位分布推定結果 �位相一次元
相関距離の場合	
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となる．このうち，どの場合も類似した分布の特徴が
見受けられたため．代表例として，ここに
 1 &�-の
ときの分布推定結果のみを図�
4�に示す．

同図は周囲を地下分水嶺 �青線部�と海との接触位置
�右端�で囲まれた地下水盆に対する地下水位分布を描
いている．地下水は主に図の左部や上部といった標高
の高い場所から中央下部から右部に存在する地下谷に
向かって流れた後，地下谷部から右端の海岸線へ流れ，
そこから海に流出していく．赤点は%%箇所の地下水位
観測地点を示しており，主に地下谷部に多く存在する．
地下水状況は水位分布 �不圧地下水面�を等値線によっ
て示している．図�
に関しては，等値線に垂直方向が流
向であるので，一旦下部の地下谷部に流れつつ右端か
ら海へ流出していく様が見て取れ，統計処理だけで得
られた水位分布推定が物理的な矛盾無く再現できてい
ることからも結果は良好であるとわかる．また推定誤差
分散分布を基に推定結果の信頼性を見てみると，空間的
な水位変化の大きいところに観測点が多く存在してい



(m)x

y

図�� ����年��月��日地下水位分布推定結果�位相三次元
相関距離の場合	

(m)x

y

図�� ����年��月��日地下水位分布推定結果�位相三次元
相関距離の場合	

たおかげで，推定誤差分散値は真値に対して高々-;程
度になっており，十分信頼できる結果と言える．図��

は中流域下部が�ヶ月前の状態とほんの少しだけ異なっ
ているだけで後は類似した結果であることから，地下
水利用に伴うちょっとした変化も捉えて再現できている
ことが判る．或る時間の経過後でも少しの差しかない
複数の分布を，各時刻の空間分布推定量を独立した変
数として /����������で同時推定しようとする場合，時
刻の異なる&つの空間分布の差に対して相関性をランダ
ム成分で表すことになる．両者が酷似した分布のとき
には，両者の差分量の空間分布は一部に検討できる大
きさの差分量分布がありつつ，残りはほぼゼロに近い
値で占められた空間分布となり，明らかに統計量の定
常性が無くなってしまう．これを計算しても共分散関
数の同定計算が発散して求められない．式 ��6�で言え
ば�に相当する行列に逆行列が存在しなくなって計算
できなくなる．よって本手法は既存の問題を克服でき
ている．

��� 位相三次元指数型の場合

トレンド関数・共分散関数のパラメータを最尤法で
同定した結果は式 �&7�4�& �の様になる．位相三次元指
数型において，
 1 ��-0のときの結果のみ表示してい
る理由は次節にて詳述する．

【
 1 ��-0のとき】
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このときの分布推定結果を図��4
に示す．両結果とも
図�
と同様に下流部付近の水位が多少小さめの推定値
になっているが，全体は概ね誤差も小さくて分布推定
が良好であるとわかる．

��� モデル最適選択

次に
の最適値について検討した．本研究では
が
時空間統計モデルに独立なパラメータとして見なせば，
一種のハイパーパラメータとして扱うことになるため，
パラメータ同定時の����赤池情報量規準�値が最小と
なる
をもって，
の最適値と判断する．各
に対する
���算出結果を表��に示す．

これから，共分散関数が位相一次元の場合，���は
指数型・球状型であれば��- � 
 � �で最小が存在し，
ガウス型であれば ��-0 � 
 � ��-で最小が存在するこ
とがわかる．本論文では，
を.通りで検討しているた
め，前者は
1��&，後者は
1��-で最適値になると言
える．一方，共分散関数が位相三次元の場合は，���が
単調増加または極値が複数となるなど
には一意に最
適値があるとは断言できない．先の���節で同定結果を

1��-0のみにしていた理由はその最適値の存在の問題
があるためである．位相一次元モデルは位相時空間上の
&点間の相関性を等方的に考えるモデルであり，同モデ
ルでは位相時空間上のどの&点間も時間相関性・空間相
関性が同時に考慮されることになる．このモデルは時
空間の観測データを基に最適モデルパラメータが同定
され，同時に���値も求められる．その相関性の評価
計算を行う際に，
によって時間距離と空間距離の重み
付けが変わっているため，
を変化させていくと，���

値が変化して���値最小となるケースが現れることに
なる．それに対して，位相三次元モデルの式は一見して
明らかなように位相時空間上の&点間の相関性が�4 	4

�各軸方向に異方性を持つ統計モデル形状であることか
ら，相関距離の同定値は軸毎に定まってしまう．その
ため，位相空間上で相関性を計算する際の時間距離と
空間距離の重み付け役を担っている
の効果が薄れて
しまい，
を変化させて���値を計算しても単調増加
するだけになってしまったり，ほとんど変化しなかった
りしてしまう結果となったと推察される．逆に言えば，
こうした異方性のあるモデルを使って時空間分布を推
定する際には，
の導入をせずとも，時間軸と空間軸そ
れぞれで相関性のパラメータが定まるので最適な時空
間分布推定ができると言える．言い換えると，各軸で
相関距離パラメータ��が求まるので時間の単位は�
5

単位でも����単位でも'��単位でも ��/単位でも問題



表�� モデル同定時の時間換算パラメータ�と)'*の関係
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ないことがわかる．空間の単位も同様で，�'単位でも
'単位でも /'単位でも任意に定めて構わないことを示
している．式 ��%�4�&0�4�&&�4 �&6�からも判るように同
定されたトレンド関数はほとんど同じである．�����節
で述べた様にトレンド関数の時間項係数 ��には
の効
果が含まれているため，��に
を乗じてみれば，同定
された �の係数はどんな
に対しても一定になっている
ことがわかる．よって
にほぼ反比例して，��は小さ
くなっている．これはトレンド成分がランダム成分の
定常性を確保するための成分で，トレンド関数の示す
位相空間上の面が
で変化しないことを示している．

三次元モデルは
の増加に伴って���も単調増加す
ることから，時間トレンド成分を小さくして，時間ラ
ンダム成分を大きくしたモデルの方が優れているとい
う結果になっている．これは，時間変動が空間変動に
比べて小さいため，時間トレンド成分はなくていいと
いう同定結果を意味する．時間ランダム成分が強い同
定因子となって位相空間上のランダム成分のパラメー
タが同定されるために
が小さい方が���は小さくな
り，
最小の時が優れた時空間分布推定モデルという結
果を導いていることも窺える．

以上から
は時空間地球統計学的分布推定に大変影
響を及ぼしており，最適分布モデルを選定する材料と
なっていることが判る．本論文では，時空間距離に着
目して位相空間を考えることで，位相相関距離のみで
時空間分布モデル選定と推定を行ったが，今後の更な
る発展の可能性として，より複雑な時空間分布を有す
る降水量分布などへの適用するならば，その前に統計
モデルの改良，例えば，今回定数とした共分散関数の
分散値を時間依存にするモデルの採用なども検討して
いくべきであると思われる．また，
の最適に向けての
扱い方に関して，ハイパーパラメータとして以外での
利用方法など，更なる検討が必要と思われる．

�� 結論

本稿では，時間距離換算パラメータ
を提案・導入
し，�������の時空間適用への拡張を試みて，場合毎に
モデル最適化した推定結果を得た．これより本手法は
データの相関性を時空間で一元的に考える場合に特に
有用性・応用性に富むとがわかった．ただし，時間と空

間の相関性を一元的に考える場合は
が効果的に評価
に関わるため，その最適値が存在するとわかるが，各
軸で相関性をとるようにしてしまうと，時間距離換算
の効果が薄れ，最適値の存在は保障の限りでないと言
える．
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