
1．はじめに

　わが国では治水計画に適用する水文頻度解析において
は年最大値資料（Annual Maximum Series,  AMS）が一般的に
用いられてきた．年最大日雨量や年最大洪水ピーク流量
は極値資料であり，その分布には極値理論が適用できる
と考えられている．一方，極値を扱うもう一つの方法に
閾値を超過する独立のピークを抽出する閾値超過資料
(Peaks Over Threshold, POT)を用いる方法がある．POTにおい
て閾値を超える事象がポアソン分布にしたがって生起す
る場合，AMSの分布関数F(x)は

	 	 	 (1)

で表される1)．ここに，G(x)はの分布関数，λはPOTの年平
均生起回数である．式(1)によりAMSとPOTが理論的に結
ばれているので，本来はどちらを用いてもよいはずであ
る．AMSは年間の最大値のみを抽出すればよいので資料
整理が容易であるが，他の年の年最大値より大きな年間2
位，3位などの極値データがある場合にこれらを有効に使
うことができない．一方，POTには閾値の選定や独立な
ピークの抽出において課題がある2)．角屋はAMSとPOTの

関係を示し，地点雨量を対象にPOTを用いなくてもAMS
から年に２度以上起こる事象の生起確率なども簡単に推
測できると述べている3)．また，星も理論的にリターンピ
リオドが大きい場合，POTよりも資料収集が容易なAMS
によればよいと述べている4)．田中・宝はわが国の一級河
川の洪水資料を対象にAMSとPOTの比較を行い，両者が
異なる確率水文量を与えることがあることを示した5)．本
論文は一級水系の流域平均雨量の同一の時系列資料から
AMSとPOTを抽出し，両者について極値理論に基づく分
布モデルをあてはめて比較を行い，両者で確率水文量が
異なる場合の対処方法を提案するものである．なお，わ
が国では極値理論に基づく分布モデル以外に対数正規分
布他の分布も慣用されてきているが，ここでは極値資料
を対象に極値分布に基づく分布モデルに焦点をあてて
AMSとPOTの両面から議論する．POTをGumbel確率紙上で
AMSと比較する際には式(1)を用いて変換している．

２．解析に用いた資料とその整理方法

　解析に用いた資料は1999年時点における一級水系の全
国103地点の3時間，6時間，12時間および24時間の流域平
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均雨量である．観測期間の分布は図-1のヒストグラムに
示すとおりであり，最大67年，平均44年である．
　式(1)のG(x)の分布が一般パレート分布(GP)で，F(x)の分布
が一般極値分布(GEV)で表される場合，それらの形状母数
は互換的に使用できる2)ので，POTにGPをあてはめた場合
の形状母数とAMSにGEVをあてはめた場合の形状母数を
比較する．なお，POTは図-2に示すように大きい事象の
データと小さい事象のデータが必ずしも同じ傾向にない
ことが多い．この事例は神通川水系神通川の神通大橋地
点上流における24時間の流域平均雨量のPOTを指数確率紙
にプロットしたものである．POTにおける閾値（または
上位r個）選定については従来からいろいろな研究が行わ
れている6)がまだ決定的なものはない．Tanakaら7)は種々の
指標を比較した上で，POTから上位r個を取り出した確率
水文量のrに対する安定性が良好な判断規準となることを
示している．この事例の場合，r=67を境に指数分布(Exp)と
GPの確率水文量が発散・乖離し始める．このときの上位r
番目の値は77mmであり，図-2においてこの付近を境にの
データの傾向が異なっていることがわかる．ここでは
AMSとPOTの特性を見ることを主眼としているので閾値
選定の問題を認識しつつ，POTについてはAMSと同じ標本
サイズとなる非毎年年数最大値を使用して整理する．
図-2の資料を非毎年年数最大値で整理するとその最小値
は91mmであり，異なる傾向のデータが含まれる問題は回

避でき，ほとんど直線状のプロットとなる．この場合，
GPの形状母数は-0.072であり，図-2の場合の0.574に比べか
なり小さく，ほぼ0となりExpにより表される．

３．L積率比	 L-skewnessとL-kurtosisの特性

(1)	 分布モデルのL積率比

　分布モデルを水文資料にあてはめるにはモデルの母数
を推定する必要がある．一般に2母数の分布モデルでは平
均と分散が，3母数の分布モデルでは，これに加えひずみ
度がモデルの理論値と標本から得られる値が等しいとお
いて母数を決定する．しかしながら，小標本の場合，高
次の積率ほど標本誤差も大きくなり，偏り(bias)と変動の
問題に直面する．積率法に代わって導入されたL積率法ま
たはPWM(Probability Weighted Moments)法8)は順序統計量の線
形和に基づく統計量であるため，上記の問題を緩和させ
るためにも有効である9).　宝らは，小標本の場合，3母数
対数正規分布(LN3)，Gumbel分布，GEVにおいてL積率法が
良好な母数推定法であることを示しており10)，わが国の水
文極値資料の整理には適している方法である．
　Hoskingらは従来用いられてきた分布モデルについてL積
率による解法を整理し，L-skewnessとL-kurtosisの関係を表す
グラフを示している11)．これに江藤らが提案した平方根指
数分布(SQRT-ET)および平方根指数型最大値分布1)(SQRT-ET 
max)のL-skewnessとL-kurtosisの値を合わせて示したものが
図-3である．なお，SQRT-ETおよび SQRT-ET  maxの分布関
数はそれぞれx ≥ 0において次のとおりである．

　　　         G�x�� 1 � �1 � Β x � exp�� Β x � (2)

 F�x�� exp��Λ�1 � Β x � exp�� Β x � � (3)

ここにλは事象の年平均生起回数であり，βは尺度母数で
ある．SQRT-ETはL-skewnessが0.4979とExpの1/3に比べ大き

図-1　使用した資料の観測期間のヒストグラム

図-2　流域平均雨量のPOTの事例（神通川）

図-3　各種分布モデルのL-skewnessとL-kurtosisの関係
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く，極大方向に裾の長い分布であるのが特徴である．標
本が有する歪みがこの理論値と同程度に大きい場合は適
合度がよいが，歪みが小さいものや歪みが負の標本に対
しては適合性はよくないと考えられる．ExpやGumbel分布
等他の2母数の分布がこの図では点で表されるのに対し，
SQRT-ET maxは2母数の分布であるが，年間の事象の発生
率λによってL-skewnessとL-kurtosisの値が変化する．ここで
はλ=0.5～80について求めたL-skewnessとL-kurtosisの関係を示
している．この図からわかるようにSQRT-ET maxのL-
skewnessとL-kurtosisの関係は，λが0.5～1.5の場合，Peason type 
Ⅲの値とほぼ同じであり，2.5でGPの値とほぼ同じにな
り，4以上になるとLN3に近くなり，さらにλの値が大きく
なるとGEVに近づく． 江藤らはλが大きくなるとGumbel分
布に漸近するかもしれないと述べているが，λが300でもL-
skewnessの値が0.242であり，GEVには近づいているものの
GEVの特殊な場合であるGumbel分布に漸近するまでには
至らない．本来，江藤らはλが小さい場合は想定していな
いと思われるが，図-3にみられるように，λが大きい場合

に比べλの値の少しの変化に対し敏感に対応して変化す
る．このため，λが0.5から2.5に変化する間にL-skewnessは
0.718から0.388まで大きく変化する．いずれにしても，
SQRT-ET maxはGumbel分布よりL-skewnessが大きく，GEVに
おける形状母数が正の領域にあり，上限をもつような標
本にはうまく適合させることができない．

(2)	 AMSとPOTのL積率比

　図-4および図-5は3時間，6時間，12時間，24時間の流域
平均雨量すべてのデータに対し，それぞれAMSおよびPOT
についてL-skewnessとL-kurtosisの関係を示したものであり，
点線でL-skewnessとL-kurtosisの重心を示した．POTのプロッ
トの多くはGPのL-skewnessとL-kurtosisの関係に近く，一部
一般ロジスティック分布(GLO)の曲線に近いものも見られ
る．また，GPの曲線より下方に位置するプロットも少な
からず見られる．これに対し，AMSでは全体的にGEVの
曲線に沿ってプロットされているが，ばらつきの範囲が
広く，GPからGLOでカバーされる範囲より広い範囲に分
布している．一点鎖線で表されているLN3はGEVおよびGP
を横切るような形の曲線であるため，多くの資料に対し
あてはめることが可能となっている．なお，石原・高瀬
はひずみ係数を比較することにより，Gumbel分布がLN3の
特別な場合であると見て差し支えないとしている12)が，
図-3のL積率比の関係からみるとGumbel分布とLN3は少し
乖離している．データのプロットの重心はPOTについては 
(0.298, 0.149)であり，2母数の分布ではExp(1/3,1/6)に最も近
い．AMSの重心は(0.170, 0.140)であり，2母数の分布では
Gumbel分布(0.1699,0.1504)に最も近い．したがって，上述の
関係より，概ねPOTはExpやGPであてはめられ，AMSは
Gumble分布やGEVであてはめられるものが多いことがわ
かる．注目すべき点として，POTについてはロジスティッ
ク分布や正規分布をあてはめることが適当な資料はない
が，AMSについては少なからず存在するとともにL-
skewnessが負のものもみられる．

４．形状母数の特性

(1)	 GEV(AMS)とGP(POT)の形状母数の比較

図-4　AMSのL-skewnessとL-kurtosisの関係

図-5　POTのL-skewnessとL-kurtosisの関係

図-6　GEV(AMS)とGP(POT)の形状母数kの比較



　 図-6は非毎年年数最大値で整理したPOTにGPをあては
めた場合の形状母数kとAMSにGEVをあてはめた場合の形
状母数kを比較したものである．GEV(AMS)のkの平均値
0.005に比べGP(POT)のkの平均値0.097は少し大きめであ
る．図中の破線は回帰直線であり，傾きが1.2でGEV(AMS)
のkがゼロから正にかけてGP(POT)のkが前者に対して大き
くなる傾向が顕著である．

(2)	 GEV(AMS)とGP(POT)の形状母数の地域特性

　形状母数の地域的な特性をみるため，各地方における
GEV(AMS)とGP(POT)の形状母数kの平均値を比較したもの
が図-7である．この図から北から南に向かって形状母数
が大きくなる傾向にあり，どの地域においてもPOTの形状
母数の方がAMSの形状母数より大きい．この原因はいく
つかの河川で中上位のデータが負の歪みを呈し上限値を
有する分布のようなプロットとなっていてPOTの形状母数
が正の大きな値になるのに対して，AMSはPOTに存在し
ない下位データの影響で形状母数を負の方向に偏らせる
ため形状母数がゼロに近い数値となることによる．図-8
にこの事例として，鬼怒川の24時間雨量のプロットを示
す．この図からAMSのプロットは逆S字状になっており，
それを串刺しにするようにGumbel分布があてはめられ，
GEVは約80mmより小さいデータの影響によりPOTにGPを
あてはめたものよりGumbel分布に近くなっている（形状
母数が正の小さい値となっている）．ここではPOTとして
非毎年年数最大値を採用しているが，ある程度閾値を下
げてもPOTはこの図のGPの曲線上にプロットされ，GPに
よる確率水文量はあまり変化しない．このように形状母
数が正の大きな値をとる場合は確率紙にプロットして
データの特性を把握することが重要である．POTの形状
母数を降雨継続時間毎に整理すると，わずかではあるが
降雨継続時間が長いほど形状母数が小さい傾向にあっ
た．また，すべての降雨継続時間および地域において形
状母数の平均値がAMSよりもPOTにおいて大きくなって
いる．この原因については次章に述べるようにAMSの下
位データが少なからず影響していると考えられる．
　なお，大河川以外の直轄河川では観測の歴史は浅く，
さらに多くの中小河川ではより短いものや観測資料のな
いものもあり，これらの治水計画立案にあたっては地域
頻度解析が有効であると考えられる．地域頻度解析は一
地域内で用いる形状母数を設定するが，この際に直轄河

川流域の地点雨量の線形結合で表される流域平均雨量の
形状母数情報は非常に有用な情報となる．

５．AMSとPOTにおいて形状母数が異なる原因お
よび考えられる対応策

　極値の分布は母集団から取り出す標本のサイズnが大き
くなると極値分布に近づくことが知られており，極値分
布とはこの極限形式を意味する．極値分布は３つの形式
に分類され，それらをまとめて一つの式で表したものが
GEVである．極値が抽出されたもとの母集団が従う分布
が，Exp，ガンマ分布，正規分布，対数正規分布，ロジス
ティック分布のいずれであってもその極値はGumbel分布に
従う13)．AMSは1年で区分されるよう抽出された標本の最
大値からなる標本である．3章で述べたようにここで扱っ
た資料では， 概ねPOTはExpやGPであてはめられ，AMSは
Gumble分布やGEVであてはめられるものが多く，式(1)の
関係が適用できるものが多いことが期待できる．
　しかしながら，田中・宝5)が指摘したように実際にはこ
の関係を満たす資料はそう多くない．この原因として，
一つは年間のイベント数が少ないことが考えられる14)．極
値理論はもともと1区分内のイベント数nが十分大きい場
合に極値分布に近づくのであって，これが少ない場合に
は極値分布に十分漸近しない可能性がある．
　図-9は母集団がExpに従う条件の下で，年間n=360のイベ
ントがあることを想定し，40年および100年分のイベント
を発生させ，その資料からAMSおよびPOTを抽出したも
のについてL-skewnessとL-kurtosisの関係をプロットしたもの
である．各条件についてそれぞれ100ケース実施した結果
である．AMSはGumbel分布に十分漸近しておらず，ばらつ
いているが，その範囲は概ねGEVに沿っている．POTも同
様にExpに十分漸近していないが，そのばらつきの範囲は

図-7　GEV(AMS)とGP(POT)の形状母数の地域間比較

図-8　POTの形状母数が正の大きな値の事例（鬼怒川）



GPに沿うとともにAMSほどは広く分布していない．40年
の場合，GLOからGPの範囲の外にも少なからず分布して
いるが，100年の場合，ばらつきが少なく，AMSはGumbel
分布，POTはExpを中心に分布し，かつ，それぞれGEVお
よびGPの曲線に沿ってデータが分布している．40年の場
合のデータの分布は，図-4および図-5に示した分布状況
と似ている．
　図-10はこのシミュレーションのAMSに対してGEVをあ
てはめた形状母数と非毎年年数最大値にGPをあてはめた
形状母数を求めて比較したものであり，年間のイベント
発生回数10回で40年の場合と100年の場合を比較してい
る．40年に比べ100年の方は形状母数のばらつきが小さく
なっており，両形状母数の関係もかなりよく対応してい
るが，完全には一致しない．
　以上のことから，L-skewnessとL-kurtosisの関係について
は，観測期間が短いことによってばらつくことは説明で

きるが，形状母数が異なることについては，100年までの
範囲では観測期間の長短の問題だけでは説明できず，記
録の蓄積が100年程度まで進んでも解決されるものではな
い．
　つぎに，実際の観測データでAMSとPOTにおいて形状
母数がかなり異なる場合の対応策について述べる．図-11
は名取川水系広瀬川のAMSとPOT（非毎年年数最大値）
をGumbel確率紙上で比較したものであり，AMSにGumbel
分布とGEV，POTにExpとGPをあてはめた曲線もあわせて
示している．この事例では歴代3位までの記録はAMSと
POTで同じであるが，それ以下には年間2位以下のデータ
があるため，POTの方が少し右にシフトしている．この部
分が影響してPOTにあてはめたExpとGPはAMSにあてはめ
たGumbel分布より大きい確率水文量を推定する．しか
し，GEVは50mm以下のデータがそれより上位のデータと
異なる傾向にあるため，形状母数が負に偏り，これが外
挿範囲の確率水文量に影響し，大きい値を推定すること
になる．POTの最小値は54mmであり，AMSの下位17個の
データはこれ以下の値である．この場合，POTは閾値を
下げてもデータはExpおよびGPの曲線上にほぼ乗ってい
る．一般に洪水流量が小さい年は何年も続かないので，
AMSについて複数年で最大値を抽出した標本を考えるこ
とにより，1区分内でのイベント数をある程度確保すると
ともにAMSについて下位に同じようなデータが並ぶこと

図-9　 モンテカルロシミュレーションによるAMSとPOT

のL-skewnessとL-kurtosisの比較(上40年，下

100年)

　　　	 太い一点鎖線の十字はExp，細い一点鎖線の十

字はGumbel分布の関係を表している．

図-10　 シミュレーションのGEV(AMS)とGP(POT)の形状

母数の比較（上40年，下100年）



を回避できる15)．このようにして求めた確率水文量はPOT
によるものに近くなる．
　それ以外の原因として，標本の均一性が保たれていな
い可能性も考えられる．これはPOTで見ると，小さい降
雨がそれより上位のイベントとは異なる傾向を持つ場合
などに相当し，この影響を除くにはPOT解析の閾値を適
切に選定する必要があり，Tanaka and Takaraが示した方法7)

により対応できる．

６．結論

　 わが国の一級河川の3時間，6時間，12時間および24時
間の流域平均雨量資料についてAMSとPOTの両面から特
性を調べた結果，次のことが結論できる．
1) L-skewnessとL-kurtosisの関係については，AMSはGEV特
にGumbel分布，POTはGP特にExpに近いものが多く，こ
の傾向はシミュレーションでも再現される．シミュ
レーションは観測期間が長くなればこの傾向はより
はっきりすることを示しており，極値分布をあてはめ
ることの妥当性を裏付けている．

2) AMSを用いたGEVの形状母数とPOTを用いたGPの形状
母数の比較については，シミュレーションでははっき
りした大小関係は見られないが，観測では後者の方が
大きい傾向がある．

3) 同一の時系列資料から抽出したAMSとPOT（非毎年年
数最大値）は上位データがほぼ等しいにもかかわらず
上述2)の相違がみられる．AMSに問題があることは
POTと比較することにより初めて認識される．特に，
Gumbel分布とGEVの確率水文量の乖離が大きいる場
合， AMSの下位データに問題がある場合が多い．した

がって，AMS解析を基準とするのではなくPOT解析の
結果もあわせて判断すべきである．
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図-11　 名取川水系広瀬川広瀬橋地点上流12時間雨量

のAMSとPOTの比較
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