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   Analytical solutions for the radial mean velocities, turbulent shear stresses, radial turbulent fluxes of 
tracer and heat, mean pressure, dominant turbulent kinetic energy production term, and the turbulent 
diffusivities of momentum, mass and heat, are integrally derived from the mean profiles of the axial 
velocities, the tracer concentrations, and the excess temperatures. The radial velocity profiles show that 
the entrainment velocity is a misleading name as the inward velocity never reaches it. Reynolds stresses 
are found to be almost the same in both jets and plumes, whereas the turbulent tracer fluxes of jet are 
found to be about 50~60% of those of plume. Though the turbulent Schmidt/Prandtl numbers are found to 
be constant in the whole self-similarity region, it is shown that the eddy viscosities decrease in radial 
direction but increase in streamwise. It is also shown that the mean pressure is approximately directly 
proportional to the radial turbulent normal stress.  
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１． はじめに 

 

 密度噴流(buoyant jet, forced plume)は周囲流体と異なる

密度を有する流体が運動量を有して排出される流れのこ

とである．そのうち，密度差がない場合は噴流(jet)，密

度差のみを有する場合はプルーム(plume，pure plume)と
呼ばれ，両者とも密度噴流の特殊なケースである．密度

噴流は放流口付近で噴流に近い振る舞いを有し，十分に

進んだ距離からプルームに近い挙動をすると考えられて

いる1)2)3)から，数値解析に際して，噴流とプルームの結

果を利用して補間的に密度噴流の値(例えば連行係数)を
計算する手法が一般的である1)2)3)19)23)．軸方向流速，濃度

と温度分布の自己相似性(self-similarity)に着目し，運動量，

濃度とエネルギーの保存式を横断面内で積分して流速，

濃度，温度及び噴流幅の中心軸に関する連立常微分方程

式を構築してからルンゲ・クッタ法等で数値的に解くい

わゆる積分法が密度噴流計算の主流である．方程式系を

閉じるアプローチは初期の研究で二種類が存在した：

Rouseら4)とPriestly&Ball5)はレイノルズ応力の関数形を仮

定して力学的エネルギー方程式を用いたのに対して，

Mortonら6)は周囲流体が噴流代表流速の一定の割合の速

度で噴流に取り込まれていくという連行速度を用いた．

両アプローチにそれぞれ追随者がいたが，後者が次第に

優勢となり，特にFan&Brooks7)のAbraham論文の討議か

ら，以降の研究でほぼ定着したアプローチとなった．な

お，連行係数は研究者の間でばらつきがあり，0.082～
0.0875(plume)，0.0525～0.057(jet)程度である1)2)3)6)7)8)9)． 
 初期の実験は計測内容が主に軸方向流速，濃度と温度

の平均値に限定されていたが，その後，次第に乱流の変

動成分にまで広げられ，熱線流速計を主な計測手段にし

て多くの実験が行われ10)11)12)13)14)，密度噴流の乱流特性が

だいぶ明らかにされた．この時期の計測結果に誤差の範

疇にあると思われる違いもあるが，明らかな矛盾も見ら

れ，例えばプルームにおいて濃度プロファイルと流速プ

ロファイルの特性幅の比λに関して，Rouseら4)の値

λ=1.16は長い間研究者の間に受け入れられた7)8)19)が，

Wygnanski&Fiedler10)の実験でλは一変，１より小さい値



 

 

となる．以降の実験にも混乱が続き，λ<111)14)20)と

λ>11)2)3)を主張する研究者が両方いる．SHW(stationary 
hot-wire) ， FHW(flying hot-wire) と LDA(laser Doppler 
anemometry)を用いたHusseinら15)の計測実験でSHWの結

果がFHW，LDAと相当異なることから，従来のSHW技

術による計測結果の信憑性に疑問を投げかけた． 
 軸対称な噴流とプルームに限れば，軸方向流速・幅・

濃度・温度に関して積分モデルを利用しなくても，多く

の実験データにより経験式はすでに提案されている2)3)21)．

本研究はこれに着目して，積分モデルから軸方向流速・

幅・濃度・温度を求める今までの数値解析手法と逆の手

順で，それらを既知条件として，積分モデルで無視され

てきた二次オーダー項(例えばレイノルズ応力，スカ

ラーの乱流流束，圧力)，代表流速の割合で片付けられ

た連行速度の実態である半径方向流速，運動量・スカ

ラー・熱の乱流拡散係数，及び乱流エネルギーの生成項

など，流れと乱流構造を理解する上に重要な量のプロ

ファイルを導出するのを目的の一つとする．これらの一

部は実験2)3)10)11)12)13)14)15)16)17)18)で計測され，最小二乗法で

近似曲線も数値的に得られている．しかし，二次オー

ダー項であるゆえに，実験間にばらつきが大きく，近似

曲線の関数が異なるだけでなく，数値的なためか，係数

も式も示されていないのがほとんどである．これは係数

に小差があるとは言え定式化されている軸方向流速・濃

度等とは対照的である．軸方向流速・濃度等が横断面で

自己相似分布を有するならば，他のあらゆる量も同様に

自己相似分布特性を有しなければならないと考えられる．

それらのプロファイルは多項式近似よりも(軸方向流速

と濃度の近似曲線である)ガウス曲線を要素とする近似

式の方が自然であろう．導出されたプロファイルに基づ

いて，連行速度，渦拡散，乱流せん断と垂直応力などの

特性およびそれらが噴流とプルーム間の異同について考

察することは本研究のもうひとつの目的である． 
 
２．基礎方程式 
 
中心軸が一次元である軸対称密度噴流に関して非圧縮

性，十分発達乱流(分子拡散<<乱流拡散)とブシネスク近

似(密度変化が大きくない)を適用すれば，円柱座標系(軸
z, 半径r, 方位角θ)における連続，濃度及び運動量方程式

のレイノルズ平均流方程式は以下のようになる． 

連続 
( ) 0u rv

z r r
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (1) 
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θ方向 
' ' ( ' ') ' ' 0u w rv w v w
z r r r

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
 (5) 

ここでge=gΔρ/ρa，u, v, wはそれぞれz, r, θ方向の流速，ρa

は周囲流体密度，Δρとcは噴流と周囲流体の密度差とト

レーサー濃度差，pは圧力，gは重力加速度，変数の上線

はレイノルズ平均値を，ダッシュは平均値からの変動値

を表す．エネルギー方程式は式(2)中のcを温度差tに置き

換えればよく，紙面の関係で載せないことにする．なお，

式(3)は以下の近似式 

 
2 2 2( ' ' ) '
2a

p v w v
z z z

∂ ∂ + ∂
− ≈ ≈ρ ∂ ∂ ∂

 (6) 

を適用して軸方向圧力勾配項を消去している2)12)13)14)15)．

Husseinら15)とPanchapakesan&Lumley12)13)は計測結果から

'v と 'w の乱れ強度は実質的に同じとしている． 
中心軸位置における軸方向流速，濃度差は以下のよう

に軸方向で減衰する2)3)21)． 
 1

0jc juu k u Dz−= ， 1/3 1/3
0pc puu k B z−=  (7) 

 1
0jc jcc k c Dz−= ， 2/3 5/3

0pc pcc k B z−=  (8) 

ここでDは放流口直径，Bは浮力流束(=Qgβt，Q：プルー

ム流量，β：熱膨張係数)，下付き文字0とcはそれぞれ放

流口と中心軸での値を，jとpは噴流かプルームかを表す． 
 また，軸方向流速と濃度差の半径方向分布はガウス曲

線で綺麗に近似できることがよく知られている1)~23)． 

 
2 2/r b

cu u e−= ，
2 2/( )r b

cc c e− λ=  (9) 
特性幅bは軸距離に比例して線形的に増加し(b=ηz)，比

例係数ηは概ね0.10~0.1151)2)3)4)12)13)15)20)である．濃度と流

速の特性幅の比λは噴流において1.3220)，1.191)，1.212)と

1.233)，プルームにおいて0.9211)14)20)，1.164)，1.2020)，

1.062)，1.043)と報告されている．データのばらつき具合

と計測技術の信頼性2)3)に重みを置く視点から，噴流のλ
は1.21程度，プルームのλは１よりほんの少し大きいが

便宜を図り1と考えてよいとした． 
 
３．自己相似な量の誘導 
 

1)連行速度および半径方向流速 
式(7)と(9)を利用して連続方程式(1)を積分すれば，噴

流とプルームの半径方向平均流速が得られる． 
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ここでξ=r/bである．一方，噴流の横断面にわたって連

続方程式(1)を積分すれば噴流/プルームの流量Qに関する

方程式が得られる． 

 
0

2 2 2
R

cr R
dQ d urdr R v b u
dz dz == π = − π = π α∫  (12) 

ここでRは噴流/プルームの実半径， cuα は連行速度と呼



 

 

ばれ，いわば境界外から噴流軸にαūcの大きさで向かう

速度22)である．実際に式(12)と異なり次の表現が一般的

である15)16 )19)22)が， 

 
0

2 2 2 cr
dQ urdr rv b u
dz z

∞

→∞
∂

= π = − π = π α
∂ ∫  (13) 

この式は一種の誤解を与えかねない．噴流流量を求める

時にガウス曲線近似(9)を用いる都合上，積分範囲の上限

をRから∞に置き換えて近似的に積分していいが，rv 項

にまで積分範囲をRから∞に変えてはならない．実験環

境を満たす十分大きな水槽でも壁で v =0のために

rrv →∞− は0となり連行がなくなってしまうからである． 
v がu に比べ非常に小さいために高精度に計測する

ことが難しく，プロファイルがわかるほど広範囲且つ高

精度に計測されたものはFalcone&Cataldo16)，Agrawalら17)

とChhabra18)のデータがあるぐらいである．式(10)と(11)
で表されるv はAgrawalら17)の噴流実験データと共に図-1
にプロットされている．-1.5b<r<1.5bの範囲で式(11)と実

験データは凡そ一致するが，それを超えるとずれが大き

くなる．計測データが逆対称でないことから，このずれ

は主にデータ精度の問題に起因すると思われる．図-1か
ら中心軸に向かう速度は噴流よりプルームの方が大きい

ことが確認できる．これはプルームの連行係数が噴流の

それより大きいことに一致する．式(10)と(11)を式(12)に
代入すれば連行係数αがそれぞれη/2と5η/6になり，

η=0.1053)とすればαは0.0525と0.0875となりWang&Law3)

の結果と一致する．よって，αは半径をbとする前提条件

があっての係数である．図-1のプルームと噴流のv/ūcが

各自の連行係数に遠く及ばない事実からも，連行速度

αūcは実際に存在せず，特性幅bと連携してαbūcの形で連

行現象を記述する仮想的速度と考えるべきである． 
 

2)レイノルズ応力とスカラーの乱流流束 
 2( ' ' ' ')u u v v u− に注目してz方向運動方程式(3)を積

分すれば，乱流せん断応力 ' 'u v の近似式が得られる． 

 
2

0 0

1 1' '
r r

e
uu v g rdr rdr u v

r r z
∂

≈ − −
∂∫ ∫  (14) 

式(7)，(9)，(10)と(11)を代入すれば噴流とプルームにお

ける ' 'u v の式が得られる． 
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式(16)は煩雑に見えるが，kpc=11.3, kpu=4.133)を適用すれ

ば 23 /pc puk k =1.99≈2，さらにλ=1を代入すれば 
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' ' [ 2 3 5
6

(1 )2 ] ' ' 1
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となる．従って，プルームのλを1に近い値と受け入れれ

ば， ' 'u v は噴流とプルームの間に違いがない．図-2に式

(26)の結果(破線)と計測データ3)がプロットされている．

最大値は0.6b近辺で得られ，中心と境界に近づくにつれ

0にまで減衰する特徴が見られる． 
 'v ~ 'w 12)13)15)を踏まえれば， ' ' ' 'u w u v≈ となる． 

' 'u w∂ /∂zが比較的小さいのでθ方向運動方程式(5)からこ

の項を省いて ' 'v w のrに関する偏微分方程式を解くと

' 'v w =C/r2が得られる．r=0で ' 'v w が有限な値であるた
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め，定数Cは0でなければならず結局 ' 'v w =0となる． 'v
と 'w は同程度の乱れ強度を持ち，それぞれ 'u と相関関 

表－1 関数f中の係数mの値 

f 2' ' / cu u u 2' ' / cv v u  ' ' / ( )c cu c u c
m(jet) 0.075 0.037 0.026 

m(plume) 0.072 0.034 0.053 
    

係があるが，両者は互いに依存せず無相関なのである． 
 ' 'u c u c を用いてトレーサ拡散方程式(2)を積分し

て半径方向乱流トレーサ流束 ' 'v c が求められる． 
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λの違いを無視すれば噴流の値がプルームの3/5程度であ

る．図-3に式(18)，(19)の結果(破線)と計測データ3)がプ

ロットされている．なお，λは噴流に1.21，プルームに1
を用いた．計算結果が計測データとよく一致している．

なお，最大値は0.66b(jet)と0.58b(plume)で得られる． 
 残念ながら，レイノルズ平均方程式中に残っている

' 'u u ， ' 'v v ， ' 'u c は直接に導出する手立てがない．こ

れらの共通点は対称分布である2)3)10~15)．逆対称な ' 'u v 等

は幅の異なるガウス曲線の重ね合わせであることから， 
推測的に，対称な ' 'u u 等もガウス曲線の重ね合わせと

考えられる． ' 'u v の式をベースに対称な波形を作り出

す以下の関数形を仮定して 

 
2 22(2 )f m e e−ξ − ξ≈ −  (20) 

計測データに一致するように係数mを特定する．表－

1にWang&Law3)の計測データに基づいて本研究で求めた

mの値である．図-4に式(20)の計算結果(破線)と計測デー

タ3)から得た最適曲線(実線)をプロットしている．紙面節

約のために対称性を利用して図の左側に噴流の，右側に

プルームの曲線を示した．完璧な一致ではないが，全体

的にバランスよく ' 'u u ， ' 'v v ， ' 'u c のプロファイルを

表現できている． 
 
3)乱流エネルギーとその生成項，乱流粘性係数，乱流

シュミット数，乱流プラントル数，圧力平均値 
 式(20)と 'v ~ 'w を利用して，乱流エネルギーkは 

 
2 22 2 2 21

2/ ( ' 2 ' ) (2 )ck u u v m e e−ξ − ξ= + = −  (21) 

となる．表-1の係数で計算すればmは噴流時0.075，プ

ルーム時0.070となる．よって，噴流とプルームの乱流

エネルギーkは各自の軸方向乱流直応力 ' 'u u と同程度で

ある．また，乱流エネルギー方程式においてkの生成項

が次式で示されるが， 

 2 2 2' '( ) ' ' 'u v u v vu v u v w
r z z r r

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤− + + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
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図-3 スカラーの半径方向乱流流束[データ3)] 
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図-5 kの生成とνtの半径方向変化[データ3)] 
 



 

 

∂/∂z<<∂/∂rと v << u を考慮すれば上式は近似的に－

' ' /u v u r∂ ∂ で表される．これは積分モデルを閉じるため

にRouseら4)とPriestly&Ball5)が導入した力学的エネルギー

方程式に現れる関数でもある．この関数は仮定されてい

たが，式(9)と(15)を用いて導出できる． 

Jet&Plume：
2 21 3 3' ' ( 1)c

uu v b u e e
r

− ξ − ξ∂
− = η −

∂
 (23) 

kの生成項もまたガウス関数の重ね合わせである．図-5
にη=0.1053)として式(23)の結果がプロットされている．

最大値は0.63bで得られ，中心と境界に近づくにつれ0に
まで減衰する． 
 ブーシネスクの渦粘性モデルに従えば 

 ' ' ( )t t
u v uu v
r z r

∂ ∂ ∂
− = ν + ≈ ν

∂ ∂ ∂
 (24) 

よって，渦動粘性係数 tν が次のように求められる． 

 
21

2' '( ) (1 )
4tj c

uu v bu e
r

− −ξ∂ η
ν = − = −

∂ ξ
 (25) 

 
2 2 2(1 1/ )

2 (5 3 2 )
12

c tjtp
bu

e e−ξ ξ − λη ≈ νν = − −
ξ

 (26) 

プルームのλ=1を受け入れれば，乱流せん断応力と同様

に渦粘性係数も噴流とプルームの間に差がない．r=0と
して式(7)とb=ηzを代入すれば，中心軸位置の tν は

0z (jet)， 2/3z (plume)に比例して変化することがわかる．

図-5に渦動粘性係数の半径方向分布を示している．渦動

粘性はr=0で最大値0.026になり，r=2.5bで最大値の1/5以
下に減衰している． 
 勾配拡散モデルによりスカラーの半径方向乱流流束は 

 ' ' t

ct

cv c
S r
ν ∂

− =
∂

 (27) 

で近似される．噴流の既知量を代入すれば，噴流の乱流

シュミット数がSct= 2−λ と求められる．λ=1.21を代入すれ

ばSct=0.68となりKiser23)の0.68に一致する．cをtに置き換

えてプルームの既知量を代入すればプルームの乱流プラ

ントル数がPrt= 23 /5−λ と求められ，λ=1としてPrt=0.6とな

り，Kataoka&Takami24)の0.60に一致する．λにばらつき

があるように，乱流シュミット/プラントル数にも研究

者間でばらつきがあるのは当然であるが，本研究の式か

らプルームの方が噴流より少し小さいと判断できよう． 
 r方向運動方程式(4)において，∂/∂zの項と∂(r 2v )/∂rの
オーダーが比較的小さいのでそれらを省略すると， 

 
' '

a

p v v
r r

∂ ∂
≈ −ρ ∂ ∂

 (28) 

が得られる．式(6)と合わせると p の式が導出される． 

 2 2
' '

a c c

p v v
u u

− ≈
ρ

 (29) 

よって，式(29)は図-4の 2' '/ cv v u 曲線に凡そ一致する．

r=0として式(7)とb=ηzを代入すれば，圧力 p は軸方向で
2z− (jet)， 2/3z− (plume)に比例して変わることがわかる． 
噴流中心軸を中心に厚さds，半径rとなるコントロー

ルボリュームを出入りする運動量の収支を考えて，式(3)
を横断面で0からrまで積分すると 

 

2

0 0 0

0

' ' ' '

' ' 0

r r r

r

e

d d du rddr u u rddr v v rddr
dz dz dz

ru v ru v g rddr

+ −

+ + − =

∫ ∫ ∫

∫
 (30) 

となる． 2
cbu で割り無次元化して各項の半径方向分布を

図-6に示す．なお，図中のa，b，c，d，e，fとg曲線はぞ

れぞれ式(30)左辺の第2，1，5，4，3，6項とその合計(エ
ラー)を表す．噴流の場合，ū2流束の軸方向変化率(b曲
線)が， ' 'ru v (c曲線)と大体つりあっている．一方，プ

ルームの場合，浮力項(f曲線)がr<bで ' 'ru v とつりあい，

r=b以遠からb曲線とつりあっている構図である．b曲線

は噴流とプルームで，正負が逆転するだけでなく，曲線

形も大きく異なる．浮力に駆動されるプルームと運動量

のみの噴流との根本的な違いはここにある．エラー曲線

gが理論値ゼロではないが，半径方向にわたって非常に

小さい．紙面の関係で図を載せないが，受動スカラーお

よびrとθ方向運動量の収支図は噴流とプルームの間に

図-6ほどの大きな差異がなく，いずれもエラーが非常に

小さい．エラーが小さいことは本研究の導いた関数がレ

イノルズ平均方程式をほぼ満たしている証である． 
 因みにAliら25)がkとεの分布を仮定してレイノルズ応力

の近似解を非線形k-εモデルを用いて求めている．その

モデルにモデル定数が多く式も複雑であるが，渦巻き噴

流へ容易に拡張できる長所を持つ．ただ，拡張性を考え

ず近似解にだけ着目するなら，kとεの分布を仮定しない

本研究は，パラメータが少なく式も極めてシンプルであ

り，解には信頼性・実用性が高いと判断される． 

６．まとめ 

 本研究は噴流とプルームのレイノルズ平均方程式を，

流速・濃度等の軸方向減衰特性と半径方向自己相似性に

基づいて積分法を用いてその乱流特性を解析的に導出し

分析した．得られた主な知見は 
1) 連行速度は周囲流体を噴流内に連行する実速度では
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図-6 軸方向運動量輸送の収支[データ3)] 
 



 

 

なく，噴流半径をbと想定した仮想的な速度である．ま

た，連行速度と幅bの積は r RR v =− の置き換えであり，

( ) rrv →∞− は一種のミスリーディングである． 
2) 乱流せん断応力と半径方向乱流スカラー流束の関数

は境界層近似の下で導出された．乱流直応力と軸方向乱

流スカラー流束は乱流せん断応力の関数形を逆対称から

対称に変形して推測的に求められた．乱流せん断応力は

噴流とプルームの間に差がほとんどなく，乱流直応力は

噴流の方がわずかに大きい．一方，乱流スカラー流束

' 'u c と ' 'v c はプルームの方が大きく，それぞれ噴流の2
倍と1.7倍である． 
3) 乱流エネルギーkは ' 'u u とほぼ同じである．kの生成

は噴流とプルームの間に差がほとんどなく，最大値位置

は ' 'v c ， ' 'u v と大体同じで，0.58~0.66bの区間にある． 
4) 圧力 p は凡そ ' 'a v v−ρ と同じ大きさで，軸方向で噴

流の場合 2z− ，プルームの場合 2/3z− のペースで変化し，

半径方向で ' 'v v− のプロファイルに相似する． 
5) 噴流の乱流シュミット数は0.68，プルームの乱流プ

ラントル数は0.6程度である． 
6) 渦動粘性係数は噴流とプルームの間に大差がなく，

軸方向で噴流の場合 0z ，プルームの場合 2/3z に比例し

て増加する．半径方向は中心軸で最大値0.26būcとなり，

r=2.5bで軸値の1/5以下にまで減衰する． 
7) z方向運動量の収支から，噴流とプルームが明らかに

異なる流れ構造を有することが確認できる．噴流はū2の

項が ' 'ru v 項と大体均衡するのに対して，プルームはこ

の両者が一緒になって浮力項と均衡する構図である． 
8) 横断面での自己相似性はよく知られている軸方向流

速と濃度にだけでなく，あらゆる量に認められる． 
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