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    In previous works, the lumping process of a runoff system for a large basin and its evaluation 
method are not established well.  In this paper, the runoff system composed of hillslope runoff 
generation model and channel network is used, and theoretical differential equations to calculate the first- 
and second-order moments of discharge are derived.  The results are as follows: ct  called the time of 
concentration and the variance of height of runoff, 2

nqσ , are regarded as constant when the catchment 
area is smaller than one hundred and several tens kilometers square. 
    The results of this study can be applicable to the evaluation method of lumping process of models 
based on their stochastic response characteristics. 
 

     Key Words : runoff model, lumping process, stochastic response 
 
 

１． はじめに 

 
 山地域から都市域に至る広い流域を対象とした流出解
析の場合，降雨流出現象の時・空間変動を考慮した分布
定数系モデル（物理モデル）によるのが望ましい．ただ，
大容量で高速演算処理が可能な計算機が汎用化された昨
今においても，洪水災害の防止や減災害を目的とした予
測問題に関しては，“迅速”でかつ“高精度”な情報提
供が求められるため，この物理モデルのみによる流出解
析システムでは困難な場合もある．また，洪水災害が一
度発生すると，その被害の拡大は，主にアジア地域に見
られる水文観測の不十分な流域や，国内では地方自治体
が管轄し河川整備が十分に行き届かない二級河川の流域
に集中する傾向が見受けられるが1)，このような予測の
技術力が不足する地域では，一般に理解と運用が容易な
流出解析システムが求められる． 
 広い流域での予測問題が抱える上記課題の解決策とし
て，しばしば，流域の一部（サブ流域）を計算負荷の小
さな集中定数系モデル（概念モデル）で表現した流出解
析システムが用いられる．このような流出解析システム
の構築手法の確立は，学術的に見て重要性が高いものの，
以下に示す二つの課題が未解決のままである． 
(A) どのような大きさのサブ流域に対して，どのよ

うな集中定数系モデルを採用すべきか． 

(B) サブ流域に集中定数系モデルを採用した結果，
流域末端での洪水予測とその誤差が，流域の全
体を分布定数系モデルで表現した場合と比べて，
どの程度異なるのか． 

これらは，集中化が妥当な流域面積を制限する問題であ
り，従来から扱われてきた，流出モデルの集中化の妥当
性を評価する問題（集中化の評価問題）を意味する． 
 流出モデルの集中化に関する研究は，Kinematic Wave
モデルを基礎式として，永井, 角屋2)，平野, 伊藤3)，平 
野4)，藤田5)，星, 山岡6)らにより，また，浸透流式を基
礎式として，高木, 松林7)，谷8), 9)ら，松林, 高木ら10)，
Bodaghpur, Fujita and Shimizu11)，八田, 藤田ら12)により行
われてきた．何れの研究も，基礎式の分布定数系モデル
を空間軸上で積分することで集中定数系モデル（貯留方
程式）を得ている．これらは，降雨量の平均値の時系列
を決定論的関数として，流出量の平均値により集中化を
評価していることに相当する．一方，高棹, 宝ら13)は，
基礎式を確率微分方程式として流出量の二乗平均誤差ま
で評価することで，初めて確率論を集中化の評価問題に
導入した．その後，この確率論的評価は，藤田ら14)を中
心に流出モデルの確率応答特性に関する研究が展開され
た後，田中, 藤田ら15)による流出量の確率密度関数に基
づく評価手法により一般化された．ただ，上記の集中化
とその確率論的評価は，斜面モデルが対象である．田 
中16), 17), 18)は，これらを小・中流域に適用するため，斜面



 

 

系と河道系とからなる流出モデルのそれぞれに
Kinematic Waveモデルを採用し，その確率応答特性を理
論的に求めた．然しながら，これらは未だ，二斜面一河
道からなる単位流域（小流域）に限定されている． 
 本研究の目的は，山地域の小・中流域を対象にして，
降雨流出現象を物理的に記述した分布定数系モデル（物
理モデル）と等価な特性を有し，かつ計算負荷の小さい
新たな集中定数系モデル（概念モデル）を開発すること
にある．そこで，本論文では既発表研究19)にその後の研
究成果を加え，自己相似性を有する模擬された流域にお
いて，降雨量の確率特性が既知の条件下で流出量の確率
応答特性を理論的に推定し，流域面積とそれらの関係を
議論する．なお，ここで得られた結果は，定常状態の仮
定と線形理論に基づく従来の研究成果20）を含み，かつ
非定常・非線形な条件下にまで拡張し得る．さらに，そ
れらの結果は，集中化が妥当な流域面積の制限に対して
も，その制限条件の提示に役立つと考えられる． 
 

２． 流出解析システム 

 
 実際の流域を斜面と河道とに分離して得られた河道網
構造は，一般に自己相似性を持つことが知られている21)．
図-1は，実際の流域と同様に，その河道網構造が自己相
似性を持つ模擬された流域を表している．実線が河道を
表し，各河道の両岸には，破線で示された三角形斜面が
連結されている．本研究では，この模擬された流域を採
用し，流域面積の変化と，流域末端での流出量の平均値，
分散との関係を定量化する． 
 洪水予測を対象として山地域の小・中流域を考えると，
斜面にも河道にも射流流れの等流近似が成立する．つま
り，流出モデルとして斜面にも河道にもKinematic Wave

モデルの採用が可能となる．然しながら以後の解析を容
易にする観点から，斜面流れには，例えば藤田23)の研究
成果から貯留型流出モデルを，河道流れには，Chezy則
に従う集中化されたモデルを採用し，これらと模擬され
た流域（図-1）による流出解析システムを基本モデルと
よぶことにする．何れの要素モデルもKinematic Waveモ
デルを集中化することで得られ，流域末端での流出量の
時間変化に与える影響は小さいと考え得る． 
斜面要素モデル： 

  hp
hhh qks =     (1)  rq

dt
ds

h
h =+     (2) 

hs : 貯留高( L ); hq : 流出高( 1−LT ); r : 降雨強度

( 1−LT ); t : 時間(T ); hk :貯留係数( TL hp−1 ); hp : 貯留
指数(1 )．また，流れに対してはManning則を仮定し，
係数 6.0=hp ， hk には次式を用いる． 

  ( ) ( ) hp
hhh link 4//625.0 0

5
3

=          (3) 

hn : 等価粗度( TL 31− ); hi : 斜面勾配(1 ); 0l : 二つの三
角形斜面が連結された河道の長さ( L )． 
河道要素モデル： 
  p
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is : 貯留量( 3L ); iq :流出量( 13 −TL ); ik : 貯留係数

( ( ) pp TL −13 ); p : 貯留指数(1 ); C : Chezy係数( 121 −TL ); 

ii : 河床勾配(1 ); iw : 河幅( L ); knm −= 2 ; k ( n≤ ): 自

然数; l ( 12 −≤ k ): 自然数．なお，添え字 i ( n2≤ )は，河
道（リンク）の位置を表す．例えば， 1=i は上流端の
河道（外部リンク）を， ni 2= は下流端の河道（内部リ
ンク）をそれぞれ意味する．図-1は， 3=n として模擬
された流域となっている．また， i（ 2> ）番目の河道
での河床勾配 ii および河幅 iw については，これより上
流側の流域面積 iA の関数として次式により与える． 
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1 AAww ii =   (9) 

ここで，二つの三角形斜面と河道からなる要素の面積
Aおよび iA については， 
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により与えられる．表-1は， 20000 =l (m)とした場合の
パラメータnと流域面積 nA2 と関係を示している．なお，

上述のように，各要素モデルの貯留指数，貯留係数には，
例えば異なる平均流速公式が用いられている．ただ，こ
れらの係数はパラメータであり，次章での理論的な基本
モデルの確率特性（i番目の河道での流出量 iq の平均値

図-1 模擬された流域22) 

表-1 パラメータnと流域面積 
n 1 2 3 4 5 6 7 

km2 6.000 18.00 54.00 162.0 486.0 1458 4374
 



 

 

iq と分散 2
iqσ ）の推定法は，平均流速公式に依存しな

いことを付記しておく． 
 

３． 流出量の確率応答特性の推定 

 
 観測された降雨時系列データが確率的に変動すること
から，降雨流出現象は確率過程に属すると考えられる．
ここでは，降雨強度の確率特性が既知の条件下で，基本
モデルの確率特性を理論的に推定する． 
 これまでに藤田ら14)を中心に，非線形確率微分方程式
の解法が示されてきた．本研究でも同様に，その手法を
用いて基本モデルの確率特性を推定する．以下に，その
誘導過程の概略を示す． 
 各変数（確率変数）を平均値（bar記号）とそれから
の偏差（tilde記号）とに分離すると，降雨強度 r，貯留
高 hs および貯留量 is は， 
  rrr ~+= ，  0~ =r            (12) 

  hhh sss ~+= ， 0~ =hs            (13) 

  iii sss ~+= ，  0~ =is            (14) 

のように表される．なお， は期待値演算子を意味す

る．さらに，基本モデルの非線形項（指数型の確率変
数）に対して，Brasら24)の近似式を採用すると， 
  hhhh

m
h sss h ~βα +=  (15)  iiii

m
i sss ~βα +=   (16) 

  1−= hh pm      (17)  1−= pm       (18) 
のように表される．パラメータ hα ， hβ ， iα および iβ
については，原論文24)を参照されたい．式(12)から(16)
を式(1)，(2)，(4)および式(5)に代入し，若干の計算を施
すことで，基本モデルの確率特性と，斜面での流出高

hq の確率特性（平均値 hq と分散 2
hqσ ）を与える微分方

程式は，以下のように与えられる． 
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  iii sDq α=                  (23) 
  hhhh sDq α=                 (24) 

  ( ) iiiiq ssD
i
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  ( ) hhhhq ssD
h

~~22 βσ =             (26) 

ここで，c : 大きさ1の定数(T ); 2
rσ : 降雨強度 rの分

散( 22 −TL )を表し， 1m および 2m は，それぞれ 1i ， 2i に
対応したmの値を意味する．ただし， 
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を表す．なお，これらを誘導する際，降雨強度rの二次
のキュムラント関数が必要となる．本論文ではrが互い
に独立な確率変数として次式を用いた． 
  ( ) ( ) ( )21

2
21

~~ ττδσττ −= rrr  
      δ : Diracのデルタ関数 
 上記の式(19)から(26)を解くことにより，基本モデル
の確率特性を求めることが可能となる．次章では，これ
らの妥当性について検証する． 
 

４． シミュレーションによる検証19) 

 
 式(19)から(26)の妥当性については，シミュレーショ
ン法に基づいて評価する．シミュレーション法の概要は，
以下のとおりである．まず，連続的に変化する降雨強度
rの時系列に代わりに，離散的な観測降雨強度 ( )trd の
時系列を模擬的に発生させる．これらは，以下の関係式
を満足する． 

  ( )
( )∫
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ti

tiid dr
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1 ττ             (27) 

  ( ) ( )( ) ( )( )∑ ∆−−∆−−=
i
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( )tu : ステップ関数; t∆ : 観測間隔．式(28)を直接式(1)，
(2)，(4)および式(5)に代入し流出量（ハイドログラフ）
を推定した後，標本平均により時間変化する流出量の確
率特性を求める．ここで，確率変数としての idr , は，観

測された降雨時系列データの統計解析に基づき，その平
均値 idr , からの偏差 idr ,

~ が指数分布に従い，次式で表さ



 

 

れた確率密度関数を満足するとした． 
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λ : 定数．また， rが互いに独立な確率変数である場合，

idr , の確率特性（平均値 idr , と分散
2

dr
σ ）と rのそれら

と間には，以下の関係が成立する． 
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 図-2（ 7≤n ）は，式(19)から(26)を解くことにより求
められた基本モデルの確率特性（破線）と，シミュレー
ション法により推定されたそれら（実線）との比較を示
している．左の四つの図は平均値を，右の四つは分散の
計算結果である．なお，計算条件として，継続時間
24(hr)の矩形降雨（ 5=r (mm/hr)），観測間隔 1=∆t (hr)，
式(29)の定数 4.0=λ と，以下の条件を用いている． 
  10.0=hn ，     05.0=hi ， 
  20000 =l (m)，    05.01 =i ， 
  11 =w (m)，     40=C  
また，式(19)から(26)を解く際，式(15)，(16)のパラメー
タ hα ， hβ ， iα および iβ については， 

  1−= hm
hh sα ，     1−= hm

hh sβ ， 

  1−= m
ii sα ，     1−= m

ii smβ  
により与えた．図-2が示すように，nが増加，つまり流
域面積が大きくなっても，両者の適合度は良好であり，
式(19)から(26)の妥当性が示されたといえる． 
 

５． 基本モデルの確率応答特性と流域面積 

 
 ここでは，式(19)から(26)を解いて得られた基本モデ
ルの確率特性と，流域面積との関係に焦点を当て考察す
る． 
 図-3は，流域末端での流出量の平均値を流域面積にて
除すことで基準化し，つまり流出高としてその平均値の
時間変化を図示したものである．(A)から(C)の各図は，
それぞれ平均降雨強度r を1, 5, 10(mm/hr)，式(29)の定数

r/2=λ として与え， rの変動係数 5.0/ =rrσ に保ち，
流域面積（n）を変化させた結果を併記している．例え

ば 1=r (mm/hr)の場合には， 25.02 =rσ (mm2/hr2)となる
ことに注意されたい．なお，他の計算条件は前章と同じ
ものを用いている．図より，流出高の平均値が一定とな
る時間，つまり最上流端に与えられた降雨による擾乱が
流域末端に到達するまでの時間 ct は， r の増加，流域
面積の減少に伴い減少することがわかる．図-4は，この

ct と r の関係を図示したものである． r の増加に伴い，

ct が指数関数的に減少することがわかる．このため，
r がさらに増加すると，流域面積に関わらず ct は一定

図-3 流出高の平均値の時間変化 
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図-2 シミュレーション結果（参考文献19）の結果の一部を流域面積により基準化） 
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とみなし得る．図-5は， r を一定として， ct と流域面
積との関係をまとめたものである．図-4, 5から判断する
と，今回の計算条件下では，平均降雨強度 r が5mm/hr
以上，流域面積が数百km2以下の場合には，到達時間 ct
が一定であると十分にみなし得る．上記の ct は，実際
の洪水予測を行う場合に，洪水ピーク発生時刻と関係す
るため，上述の結果は，基本モデルを集中化する上で有
用であると考えられる． 
 一方，図-6は，図-3を得た場合と同一条件において，
流出高の分散の時間変化を図示したものである．図-4と
合わせて判断すると，到達時間 ct の近傍で流出高の分
散がピーク値をとる．これは，Kinematic Waveモデルに
て田中ら15)が指摘した現象と同一で，流域の全ての場所
に与えられた降雨による擾乱の全てが，流域末端に到達
したためと考えられる（詳細は原論文15）を参照された
い）．図-6が， rの変動係数が0.5であるのに対して，
図-7は， 25.02 =rσ (mm2/hr2)に保ち， r を変化させた場
合を示している．(A)，(B)の各図は，それぞれ r を5, 
10(mm/hr)とした結果である．図-6と合わせて判断する
と，流出高の分散のピーク値を与える時間は，平均降雨
強度r に強く依存していることが明らかである．図-8は，
図-6および図-7の結果において，流出高の分散の定常解
と流域面積との関係を図示したものである．なお，各流

出高の分散の定常解については，計算に用いたrの分散
2

rσ で除すことで基準化している．中空のシンボルは，
変動係数を0.5とした場合，中塗りのシンボルは

25.02 =rσ (mm2/hr2)とした場合を示す．図-8が示すよう

に，流出高の分散の定常解は， 2
rσ に比例し，流域面積

（n）の増加に伴い減少している．流域面積が百数十
km2以下の場合には，その値が一定値とみなし得ること
がわかる． 
 
６． おわりに 
 
 本論文では，小・中流域での洪水予測を対象とした流
出析システム構築を前提に，流域の流出特性を集約化し
た基本モデルの確率特性（i番目の河道での流出量 iq の

平均値 iq と分散 2
iqσ ）を与える理論式を与え，その妥

当性をシミュレーション法に基づいて検証した． 
 小・中流域に対する流出モデルを集中化する観点から，
基本モデルの確率特性と流域面積との関係を検討し，以
下の知見を得た． 
・ 降雨によって流域に一様に与えられた擾乱が流域

末端にまで到達する時間 ct は，平均降雨強度 r に
強く依存し， r が5mm/hr以上，流域面積が数百

図-5 到達時間と流域面積 
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図-4 到達時間と平均降雨強度 

図-6 流出高の分散の時間変化(1) 
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km2以下の場合には一定とみなし得る． 
・ 流出高の分散の定常解は， 2

rσ に比例し，流域面
積が百数十km2以下の場合には，その値が一定と
なると考えられる． 

 上記の結果のように，流出モデルの確率応答特性は，
流出モデルを集中化する際の流域面積に関する制限を確
率論的に説明し，本論文での検討範囲においては，その
値が百数十km2であると考えられる．ただし，本論文で
は，降雨量のみを取りあげ，それが定常確率過程である
場合の解析に止まっている．今後は，流出特性を規定す
る他の物理量が確率的に変動する影響や，降雨量の非定
常性も考慮した上で，集中化する際の流域面積に関する
制限を検討し，小・中流域を対象とした新たな集中定数
系モデルを提案する予定である． 
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図-8 基準化された流出高の分散の定常解と流域面積 
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図-7 流出高の分散の時間変化(2) 
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