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   We assumed two-dimensional advection-diffusion equation to be a basic equation and aimed to 
inspect the applicability of CIP method with tangent conversion through two benchmark problems. 

On the Skew Flow problem, we got superior results that CIP method with tangent conversion could 
catch a discontinuous border sharply without causing numerical oscillation. On the other hand, on the 
Rotating Cone problem, we got good results on the short time simulation but in the case of long time 
rotating cone velocity field CIP method with tangent conversion could not reproduce initial profile, so the 
room of improvement of the scheme is left. 
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１． はじめに 

 

  連続体モデルとしての流れの数値シミュレーション

において重要な課題の一つは，移流方程式を安定かつ高

精度に解くことである．流れの数値シミュレーションで

基礎となる方程式は，Navier-Stokes方程式(以下，N-S方
程式)であるが，N-S方程式は，双曲型の性質を表す移流

項と，楕円型の性質を表す粘性項とから成り立っており，

特に現実的な問題である高レイノルズ数流れでは，楕円

型の性質は物体付近に限られることが多いため，双曲型

の性質が卓越してくる．従って，この双曲型の方程式を

いかにうまく解くかが数値計算においては重要になって

くる．その双曲型の方程式の中でも，最も基本的な方程

式が移流方程式であり，この移流方程式を安定かつ高精

度に解くことが，流れの数値シミュレーションにおいて，

まず最初に成されなければならない重要な課題のひとつ

であるといえる． 

移流方程式を数値計算で解く難しさの理由のひとつは，

この方程式が空間1階の微分を含むため対称性が悪く，

計算が不安定になりやすいことによる．そこで，このよ

うな状況を改善するために提案されたスキームが，風上

化(上流化)とよばれる手法である．CIP (Cubic Interpo- 
lated Propagation)法1) もそのような風上化手法の一種とし

て分類でき，移流方程式を，安定かつ高精度に解くこと

ができる手法として，近年注目を集めている．このCIP 
法の特徴は，関数値だけではなく微分値をも移流させる

ことにより，補間精度を向上させていることにある． 

 ほとんどの計算において，CIP法の精度に関して問題

になることはないと思われるが，物質の表面などの界面

を，シャープに高解像度で捉える必要がある際にはまだ

充分であるとはいえない．CIP法の改良版ともいえる

Tangent関数変換CIP法2)(以下，Tan変換CIP法) は，こう

した界面獲得に非常に有効であるとされている．この関

数変換はTangent関数の性質を利用し，密度関数法で用

いられるように，0から1までの範囲に値がおさまるよう

な場合には非常に有効となる． 
 現在CIP法は，圧縮性・非圧縮性流体の統一解法とし

て，或いは固体・液体・気体の統一解法として，流体力

学のみならず様々な分野で適用され，成果を挙げている．

またこういった発展に伴い，C-CUP法3)，CIP-CSL法4)，

CIP-FEM法5)をはじめとした，種々の発展形CIP法といっ

たものも数多く存在する． 
 しかし，これらCIP法，とりわけTan変換CIP法を用い



 

 

て計算を行い，その適用性に関して検証した考察はあま

り多くはない．そこで本論文では，それら発展形のCIP
法に取り組む前の準備段階として，2次元の移流拡散方

程式を基礎式とし，Tan変換CIP法の精度の検証を行うも

のとする．なお，具体的な適用性を検証する問題に関し

ては，3章において説明する． 
 

２．2次元非定常移流拡散問題 

 
(1) 基礎方程式 

 本論文では2次元非定常移流拡散方程式を基礎方程式

とする．この方程式は流れ問題の中でも最も基本的な性

質を示し，移流効果を現す移流項と拡散効果を現す拡散

項とからなり，スキームの検証にはよく用いられる方程

式である．2次元の移流拡散方程式は以下である． 

ffdiv
t
f 2)( ∇=+
∂
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ここで，u = (u, v)，κ は拡散係数である．本論文では非

保存形でのスキームを扱うので，上式を非保存の形に変

形し，右辺をGとおく． 
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CIP法では次の空間微分に関する方程式も必要である． 
 
 
 
                                               (3) 
 
 
ここで，x, y の下付き添え字は各量での偏微分を表す． 
 
(2) 計算アルゴリズム 

本節では上記の基礎方程式に対するCIP法の具体的な

スキームのひとつの形を示す．CIP法は移流項と非移流

項を分離して解く，分離解法である．すなわち，  
1* ),,(),,(),,( +→→ n

yxyx
n

yx fffffffff ． 

まず移流項を計算し，中間の値を求める．上付き添え字

*は，現在の時刻n と次の時刻n + 1の中間を意味する．

その後非移流項を計算し，次の時刻の値を求める． 
まず，移流相では以下の式をCIP補間により求める．
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図-1  u > 0，v > 0の場合の補間の考え方 
●：値と微分値を使用，○：値のみ使用 
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 (4) 
2次元空間での空間プロファイルは，以下の3次関数で補

間する． 
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この補間関数の選び方には幾つかあるが，本論文では使

用する係数の少なさから，A型CIP法6)と呼ばれている式

(5)のような関数を採用する．ここには10個の未知係数が

現れるが，これを決定するために上流の節点上での値と

微分値を用いる．例えば速度u > 0，v > 0の場合，図-1を
参照し，格子点 (i, j), (i-1, j), (i, j-1) でそれぞれ与えられ

た fij ，fx ，fy の値を持ち，点(i-1，j-1) で fi-1 ，fj-1 の値

を持つという10個の関係を用いると，式(5)の10個の未知

係数が決定できる． u，v の正負の組み合わせを考慮し，

係数を決定してまとめると以下のようになる． 
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という記号を導入した．この結果，補間関数の係数を求

めた後，移流方程式の解析解すなわち 
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から中間の時刻*での値を求めることができる． 
続いて，非移流相である．  

 
(10) 

非移流相は様々な解き方があるが，ここでは簡単に以下

のような中心差分近似を用いて計算する． 
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図-2  Tangent関数変換の効果 
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                                               (11) 
式(11)より，中間の時刻*での値から，求めたい次の時刻

n + 1での値を計算することが出来る．これを各時間ス

テップで繰り返していけばよい． 
 

 (3) Tangent関数変換 

本論文ではTangent関数変換の効果に焦点を当てる．

ここでこの関数変換について概観しておく．Tangent 関
数変換では前節までのf の代わりに，次の式で変換され

るH を数値計算に用いる． 
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この変換による直感的な効果は次のようである．図-2に
おいて f = 1 のとき，変換後のH はおおよそ点線のあた

りの値を取るが，H を等間隔にズラしてもTangent関数

の性質から，逆変換後，f はまた1に戻ってくる．f = 0 
のときも同様に考えることが出来る．つまり，f は結局

0または1に集中することになる．変換後のHについても，

式(1)と同じかたちの式が得られることはすぐに分かる．

そこで，f の代わりにH を未知数として計算を行っても

よい．f の値が必要ならばその都度Hを逆変換し求める

が，3章以降で扱う計算例では，逆変換に伴う誤差の蓄

積を防ぐため，各時間ステップ毎には逆変換せずH の
まま計算を行い，最後にHを逆変換しf を求めている．

なお，f が1のとき変換後のHは正の無限大に，f が0の
とき変換後のH は負の無限大になってしまうが，これ

を避けるため，プログラム上ではπの前に0.9等をかけて

おく．またこの関数変換はCIP法以外のスキームにも適

用可能である．基本的にはCIP法での計算と同じように，

f の代わりにHを解くだけで済む．本論分では比較のた

めの例として，実用上最もよく使われている3次の風上

差分法にTangent関数変換を組み合わせて移流相を解い

た結果も，合わせて考察する． 
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３．適用性の検証(数値計算例) 

 

CIP法の精度の検証を，基礎方程式を2次元の移流拡散

方程式とし，以下の2つのベンチマーク問題を通して行

う．何れの問題においても，基礎方程式の拡散項に比べ

移流項が支配的となる，移流卓越流れとする．これは，

高Reynolds数流れ問題を対象とする計算手法の基礎的

なベンチマーク問題としてよく用いられているものであ

る．なお，これらのベンチマーク問題はスキーム検討用

のものであり，実際の現象に当てはまるものではない． 

 

 

(1) Skew Flow 問題 7) 

本問題では，不連続な移流速度場に関する精度の検証

を行う．少ない格子数で移流計算を行い，不連続となる

境界を如何にシャープに捉えることが出来るのかを検証

する．問題設定は表-1及び以下の通りである． 
計算領域を図-3に示す．流入境界( 図-3では左辺と下

辺) からメッシュに対して斜め一定θ方向に f = 0または 
f = 1 の値を流す．速度ベクトルのノルムは常に一定値1
になるようにする．また流出境界 (右辺と上辺) は同次

自然境界とする．用いた格子は20×20の正方格子である．

移流項に対する補間精度を検証することを目的とするた

め拡散係数κ は10-6とし移流卓越流れとする．∆t = 0.175，
∆x = 0.5，∆y = 0.5とし，本問題におけるクーラン数は0.5
となる．なおクーラン数は以下の式(13)で定義する．移

流方程式を解いた際の本問題の正解は，f の値，すなわ

ち0または1という値が，θ 方向に流れていくだけである．

θ が45度及び，72.5度の場合についての計算結果を図-4，
図-5にそれぞれ示す．また比較のために，移流相に3次
の風上差分とTangent関数変換を組み合わせて解いた結

果(θ ＝72.5度の場合)も図-6に合わせて示す． 

クーラン数 = 22 yx
yx

t
∆+∆

∆∆
∆u          (13) 

 
表-1  Skew Flow 計算条件 

流入境界 不連続( 1  0または=f ) 

流出境界 同次自然境界条件( 0=nf ) 
速度ベクトル 1=u  

格子 20×20の固定正方格子 
拡散係数 10－6 
移流方向θ 45°，67.5° 

yxt ∆∆∆ ,,  5.0,5.0,175.0 =∆=∆=∆ yxt  
 
 

 
 

θ

flow direction

f = 0

fn = 0

fn = 0

f = 1

f = 1

 
図-3  Skew Flow 問題設定 

 
図-4  Skew Flow 結果 (θ = 45°) 

左：CIP法  右：Tan変換CIP法 

 
図-5  Skew Flow 結果 (θ = 67.5°) 
左：CIP法  右：Tan変換CIP法 

 
図-6  Skew Flow 結果 (θ = 67.5°) 

左：3次風上差分  右：3次風上差分＋Tan変換 
 
 
 (2) Rotating Cone 問題 

本問題では，連続的な多回転の移流速度場に関する検

証を行うこととする．通常，この問題では1回転程度の

計算で検証が行われる．しかし，現実問題に適用される

数値計算では，長時間にわたるシミュレーションがほと

んどであり，そのようなシミュレーションへの適用を考

慮し，ここでは長時間計算によるスキームの適用性の検

証を行うことを目的とする．問題設定は表-2及び以下の

通りである． 
初期条件として計算領域内に文字“C”となるようにf 

= 1の値を設定しその他は f = 0とする(図-7)．境界条件

は境界上で f = 0とする．与える速度ベクトルを(u, v) = (-
5πy / 10-3, 5πx / 10-3)とし，初期プロファイルが反時計回り

に回転するよう与える．すなわち，移流方程式を解いた

場合，初期値の分布が1周した際の正解となる．使用し

た計算格子は100×100の正方格子，拡散係数κを10-9とし，  

eye position 



 

 

表-2  Rotating Cone 計算条件 
初期条件 文字“C”(0または1で与える) 
境界条件 境界上で 0=f  

速度ベクトル )10/5,10/5(),( 33 −−−= xyvu ππ  
格子 100×100の固定正方格子 
拡散係数 10－9 

yxt ∆∆∆ ,,  005.0,005.0,001.0 =∆=∆=∆ yxt
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-7  Rotating Cone 初期条件 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-8  100回転後 (クーラン数：0.3) 
最大値：1.14×10-5，最小値：-4.685×10-8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-9  100回転後 (クーラン数：0.03) 
最大値：1.000，最小値：-5.446×10-8 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-10  3次風上差分＋Tan変換 
100回転後 (クーラン数：0.03) 
最大値：1.0，最小値：0.0 

 
 
こちらもSkew Flow問題と同様の理由により移流の卓越

した流れ場になるようにする．本計算では多回転後のプ

ロファイルの結果を考察の対象とするため，Tangent関
数変換CIP法による100回転後の結果を考察したい．これ

により長時間計算においても，初期プロファイルが保た

れるのかどうかを検証する．この計算結果を，クーラン

数が0.3，及び0.03の場合について，それぞれ図-8，図-9
に示す．またSkew Flow問題と同様に比較のために，移

流相に3次の風上差分とTangent関数変換を組み合わせて

解いた結果(クーラン数が0.03の場合)も図-10に合わせて

示す． 
 

４．考察 

 

 本論文では，N-S方程式の2次元版とも呼べる移流拡散

方程式を通して，Tan変換CIP法の適用性に関して検証し

てきた． 
Skew Flow問題の結果から，Tan変換CIP法が優れた補

間法であることが分かる．図-4，及び図-5からCIP法単

独では不連続面となる境界付近で解が若干オーバー

シュートまたはアンダーシュートし，またシャープに1
メッシュで境界を捉えきれていないことが分かる．一方，

Tangent関数変換を施せば，この状況が解消され，境界

を1メッシュでシャープに捉えることができる．Tangent
関数変換の導入の有効性が示されている．斜め移流の問

題では，解が振動してしまうスキームも少なくないが，

CIP法ではそういったことは起きていない．これは長時

間計算を続けても変わることはなかった．また，3次の

風上差分法による結果(図-6)はこれらCIP法による結果と

ほぼ同様のものであった．3次の風上差分法単独ではCIP
法に解像度の点でやや劣るものの，Tangent関数変換を

施すことでその弱点は解消された．CIP法のように微分

量に関する式を扱う必要がなくなるので計算時間が飛躍

的に短くなること，またプログラムの修正も比較的簡単



 

 

に済むことから，それらの点において有利な手法と思わ

れる．Tangent 関数変換に含まれるパラメタの値は，本

論分では0.999999を採用して計算を行っているが，この

パラメタの値を変えることにより，再現されるプロファ

イルが異なる．実際，0.9と0.999999では境界でのシャー

プさに大きな差が出る．不連続となる境界をシャープに

再現するのならば，より1に近い値を採用した方が，数

値拡散せず適しているようである． 
Rotating Cone問題では通常とは視点を変え，多回転後

の計算結果を検討することに主眼を置いた．1回転程度

の場合では，初期プロファイルがよく再現されるクーラ

ン数でも，多回転では初期プロファイルを保つことが出

来ない．図-8では形状が残っているが，このままさらに

計算を続行すれば，初期プロファイルは完全になくなる．

そこでクーラン数を小さくして計算を行うと，図-9のよ

うに初期形状を保つようにはなるが，1回転程度の時の

ように完全ではない．また膨大な計算時間が掛かるため，

現実的とも言えない．このため，形状を保つための何ら

かの工夫が必要と思われる．CIP法ではあまりクーラン

数に注意を払う必要はないといわれているが，Rotating 
Cone問題のように，場合によっては注意する必要がある

と考えられる．CIP法は非常に保存性がよいことは知ら

れているが，Tangent 関数変換を施すことは半ば強制的

に境界をシャープにするので，保存が保証されるわけで

はない．本問題では，速度ベクトルとの相性からか，保

存はされない結果となった．3次の風上差分法による結

果であるが，1回転程度の短時間の計算では，初期プロ

ファイルをよく再現することを確かめた．しかし，長時

間計算では再現することができなかった(図-10)． 
 

５．今後の課題 

 
以上を踏まえ，今後の課題を述べておく．Rotating 

Cone問題での結果は，誤差の蓄積が原因となり，初期プ

ロファイルを保つことが出来なくなったと考えられる．

1回転程度では現れない微小な誤差が，長時間の計算で

は表面に現れてきたかたちである．その誤差の蓄積を防

ぐための手段として考えられることは，ます非移流項の

高精度化である．本スキームでは非移流項の補間に2次
精度の中心差分を用いている．CIP法は時間空間3次精度

を有しているが，非移流項に2次精度の差分を用いれば，

スキーム全体としての精度は2次精度以下に落ちている

と考えられる．従って，少なくとも非移流項には4次精

度以上の差分近似を適用する必要がある．また空間積分

に関してだけではなく，時間積分に関しても高精度化の

工夫は必要であろう．これらの工夫により，方程式全体

への精度の向上8)を図ることが必要である．初期形状を

保つため，或いは多少形状が変化したとしても，少なく

とも情報が存在しているということを保持するための工

夫として，保存を考えることもひとつの有効な手段とな

るかもしれない．また，本計算での浮動小数点演算には

通常通りの倍精度計算を用いているが，長時間計算の誤

差の蓄積が現在の倍精度の有効桁数内で現れてくるのな

らば，多倍長計算を行うことによって，誤差が現れる桁

を，長時間計算でも影響のない範囲に追いやるという手

法も考えられる．  
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