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The dispersion equation in the Airy wave theory is a transcendental equation, which usually requires 

an iterative technique to obtain a numerically exact solution of wave length for a given wave period and 
water depth. As an alternative, various kinds of approximate and explicit solutions have been proposed. 
This paper presents the results of a comparative study of the error relative to the exact solution for each of 
25 explicit solutions with different degree of accuracy including 10 new ones. The conclusions are as 
follows ; 1) In the case of explicit solutions valid for a whole range of water depth conditions, one of the 
solutions proposed in this study with an error of less than ±0.0001 % is more proper than the others in 
its accuracy and compactness of the solution. 2) Neither of the explicit solutions applicable to a restricted 
water depth condition may be preferable for the sake of inconvenience associated with the restrictive 
condition in spite of its relatively higher accuracy within an applicability range.    
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１． 緒 言 

 
一定水深上の微小振幅波理論に基づく波長L，周期T ，
水深hの関係は周知の分散関係式により与えられる．分
散関係式は波長Lに関する超越方程式であるので，その
解を得るために反復計算法を用いる必要がある．パソコ
ンの高性能化が実現された今日，反復計算法の適用は浅
海波浪推算のように膨大なケースの計算を行う場合を除
き，計算時間の面で実用上ほとんど問題にならない．し
かし，波理論の基本を構成する分散関係式の解が陽形式
で表されない点は初学者にとって波理論を取り組みにく
いものにしており，したがって学習上あるいは教育上の
障壁となっていると考える．そのため，代替方法として
これまでに波長に対する多種多様の近似計算式が提案さ
れている．また，Fenton and McKee1)は 1990年以前の9
種類の近似式の精度を，You2)は2002年のGuo3)の式を含
む 5種類の近似式の精度を相互比較している． 
本研究では，Newton法による数値解を准厳密解とする
ことによって，従前の各近似式の誤差の範囲を明確にす
るとともに，精度の異なる各種の近似式を新たに提案し，
それぞれの精度を包括的に明らかにする． 

2．波長計算式と数値計算法 

 
 波長Lと周期T ，水深hの関係は次式で表される． 
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ここに，添字‘0’は深海波，gは重力加速度を意味する．
これを波数 Lk π2= ， 00 2 Lk π= で表示すると， 

khkhhk tanh0 ⋅=               (2) 

である．ここで， 

( ) ( ) 2
00 22 hgTLhhk ππα ===      (3) 

とすれば，式(2)は次式のように置ける． 

kh,khkh =⋅=⋅= βββα tanhtanh      (4) 

式(4)の数値解を得るために Newton法を適用すれば，計
算に用いるべき式は次式になる． 
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ここに，添字‘ ' ’は微分を，添字‘n’は繰り返し回
数を表す．初期値として 

( ) παπαβ 21or12 000 ≥≥== LhLh ； ，  

( ){ } παπαβ 21or12 0
21

0
21

0 <<== LhLh ；  (6) 
を利用する． 
合田 4)，5)は式(5)の第 1式における変曲点（ ( )β''f =0，

ββ tanh⋅ =1， ≈β 1.200）の出現を避けるため，      

( ) nnnf βαββ coth⋅−=             (7) 

を使用することを推奨している．また，式(5)の第 1式は
次式のようにも書ける． 

( ) nnnf ββαβ tanh−=             (8) 

この式も変曲点をもたない． 110 6
0 ~Lh −= （ 610− きざ

み）では，式(5)，式(7)，式(8)いずれの式もすべての 0Lh
で同じ解を与え，数値計算上の問題を生じなかった． 
 

3．波長の近似計算式とその精度 

(1) 波長の近似計算式の分類と誤差基準 
これまでに提案された波長に対する各種の近似計算式
は，Ⅰ： 0Lh の全範囲に有効な式，Ⅱ： 0Lh の限られ
た範囲に有効な式，の 2グループに大別され，さらにそ
れぞれは，①精度は相対的に低いが式の形が簡潔である
式，②精度は高いが形が複雑な式あるいは長い項をもつ
式，の2グループに分類される．また，Ⅱグループに属
する式はその適用範囲によりⅰ）浅海域用，ⅱ）准深海
域用，に分けられる． 
各種の近似計算式の准厳密解に対する相対誤差は，

0Lh =10-4～1（10-4のきざみ）の条件のもとに，添字‘a’
を近似解，‘exa’をNewton法による准厳密解として 

( ) 1001 ×−= exaa LL~ε  %         (9) 

で表示する． 
 
(2) 相対水深の全領域に適用可能な近似式 
Ⅰ①グループに属する各式とその相対誤差の範囲は精
度の低い順に，つぎのように書ける． 

1) Eckart6)の式 

( ) 21cothααβ == aahk ， aa Lk π2=         (10) 

ε~ =0 ～5.24（ 0Lh =0.111）%               (11) 

式(11)の（ ）内の数値は相当する誤差をもたらすときの

0Lh の値を表す． 

2) 岩垣 7)の式 

( ){ }παααβ 21coth 2121 +⋅=a        (12) 

−=ε~ 3.05（ 0Lh =0.287）～3.14（ 0Lh =0.023）%  (13) 

3) Carvlho8)の第 14式（Carv14と略記） 

( ) 4121 −+= ααβa                   (14) 

−=ε~ 2.45（ 0Lh =0.366）～3.28（ 0Lh =0.068）%  (15) 

Carvlho8)が与えた式番号に従って，上式を第14式と呼ぶ．
以下も同様である．Carvlho8)は分散関係式に対する17種
類の近似解をまとめている．最大相対誤差の絶対値は
0.012～5.24 %の範囲にある．このうち，上式に加えて第
4式，第 5式，第 9式は簡潔な式形や各式に相当した相
対的精度の高さの点で注目に値すると考えられる． 

4) Fenton and McKee9)の式（FMと略記） 

( ) mm
a

12cothααβ = ；m =1.5         (16) 

−=ε~ 1.39（ 0Lh =0.321）～1.66（ 0Lh =0.054）%   (17) 

5) Fenton and McKee9)の式(16)の修正式，あるいは山
口・野中の第1式（YN1と略記） 

( ) mm
a

12cothααβ = ；m =1.485        (18) 

−=ε~ 1.52（ 0Lh =0.315）～1.55（ 0Lh =0.052）%   (19) 

これは式(16)と基本的に同じであるが，正負の最大誤差
が同程度になるようにべき数mを調整した結果である． 

6) Carvlho8)の第 9式（Carv9と略記） 

( )21sinhcoth ααβ ⋅=a             (20) 

−=ε~ 1.12（ 0Lh =0.237）～0 %          (21) 

7) Guo3)の式 

( ){ } mm
a

12exp1 ααβ −−= ；m =2.4901     (22) 

−=ε~ 0.75（ 0Lh =0.284）～0.75（ 0Lh =0.043）%   (23) 

Guo3）は =m 2.4908または 2.4901としているが，ここで
は正負で同程度の誤差を生じる =m 2.4901を用いる． 

8) Fenton and McKee9)の式の修正式(18)と分散関係式の
結合，あるいは山口・野中の第 2式（YN2と略記） 

Fa βαβ coth⋅= ， ( ) mm
F

12cothααβ = ；m =1.378   (24) 

−=ε~ 0.73（ 0Lh =0.029）～0.73（ 0Lh =0.187）%  (25) 

これは山口・野中の第 1 式(18)で得られた値をもとの波
長計算式(4)に代入して，改めて波長を求めることにより
精度の向上をはかるものであり，上述の Carvlho8)もこの
手法を採用している．最大誤差は Fenton and MacKeeの 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
式(16)や山口・野中の第1式(18)のほぼ 1/2になる．べき
数mは正負の最大誤差が同程度になるように調整して
得ている．Carvlho8)のように同様の操作を繰り返すこと
は，表示式の複雑化や誤差縮小の非効率性からみてあま
り意味がないと考えられる． 
  9) Carvlho8)の第5式（Carv5と略記） 

( )2121coth ααβ α ⋅⋅= .a              (26) 

−=ε~ 0.21（ 0Lh =0.278）～0.27（ 0Lh =0.063）%  (27) 

  10) Carvlho8)の第 4式（Carv4と略記） 

( ) ( ){ }[ ]{ }212141 sinhtanhtanh αααβ ⋅=a      (28) 

−=ε~ 0.12（ 0Lh =0.198）～0.20（ 0Lh =0.423）%  (29) 

Carvlho8)の第 5式と第 4式のうち，第 5式は簡単な式形
と高い精度からみて，有力な近似式である．第4式はや
や高い精度を与えるものの，かなり複雑な形をもつ． 
  以上に述べた 1)～10)の各式はいずれも深海波条件
（ ∞→α ）および長波条件（ 0→α ）で厳密解に漸近
する．図-1は 1)～6)の各式，図-2は 7)～10)の各式によ
る相対誤差ε~の値と 0Lh （=10-4～1）の関係を示す．い
ずれの式によるε~も極大値や極小値あるいはその両者

をとったのち， 0Lh の両極限に向けて0に漸近する．以
上の諸式のうち誤差の大きさや式の簡潔さを考えると，
Carvlho8)の第 5式(26)（最大誤差約0.3 %）が 0Lh の全範
囲について適切である． 
 
(3) 相対水深の全領域に適用可能な高精度近似式 
Ⅰ②グループに分類され，より高い精度をもつ近似計
算式は2つの系統に分かれる．1つは Fenton1)によって与
えられたように，分散関係式(4)に Newton法を適用して
得られる第 1回目の反復解を用いる方法であり，次式で
表される． 
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他の 1つはPadé近似による方法である．Newton法によ
る反復解を利用する場合，1)～10)の各式を式(30)の 0β に
代入すればよい．すなわち，Eckart6)の式に対して，近似
計算式とその相対精度の範囲はつぎのように書ける． 

11-1) Fenton1)の式、あるいは Eckart6)の式(10)に対する
反復解 
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−=ε~ 5.1×10-2（ 0Lh =0.070）～ 
8.4×10-3（ 0Lh =0.218）%        (32) 

以下，Newton法による反復解は同一であるので， aβ に
対する式と相対誤差の範囲を記す．前者もそれぞれ前掲
と同一の式であるが，異なる係数mをもつものもある． 
  11-2) 岩垣 6)の式(12)に対する反復解，あるいは山口・
野中の第 3式（YN3と略記） 

( ){ }παααβ 21coth 2121 +⋅=a         (33) 

−=ε~ 4.0×10-2（ 0Lh =0.019）～ 
1.2×10-2（ 0Lh =0.289）%        (34) 

 11-3) Carvlho8)の第 14式(14)に対する反復解，あるいは
山口・野中の第 4式（YN4と略記） 

( ) 4121 −+= ααβa                   (35) 

−=ε~ 2.9×10-2（ 0Lh =0.053）～ 
6.7×10-3（ 0Lh =0.335）%        (36) 

11-4) Fenton and MacKee9)の式の修正式(18)に対する反
復解，あるいは山口・野中の第 5式（YN5と略記） 

( ) mm
a

12cothααβ = ；m =1.434         (37) 
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図-1  波長の近似計算式の相対誤差ε~と 0Lh の関係(1) 
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図-2  波長の近似計算式の相対誤差ε~と 0Lh の関係(2) 



 

 

−=ε~ 4.9×10-3（ 0Lh =0.036）～ 

4.9×10-3（ 0Lh =0.296）%        (38) 

Fenton and MacKee9)の式に対する反復解は正負で絶対値
が異なる最大誤差の範囲（ −=ε~ 8.5×10-3～2.3×10-2）を
与え，式(37)による反復解より低い精度しかもたないの
で，掲載を省略している． 

11-5) Carvlho8)の第 9式(20)に対する反復解，あるいは
山口・野中の第 6式（YN6と略記） 

( )21sinhcoth ααβ ⋅=a               (39) 

−=ε~ 4×10-4（ 0Lh =0.101）～ 
1.4×10-3（ 0Lh =0.264）%        (40) 

11-6) Guo3)の式(22)の修正式に対する反復解，あるいは
山口・野中の第 7式（YN7と略記） 

( ){ } mm
a

12exp1 ααβ −−= ；m =2.445      (41)   

     −=ε~ 1.2×10-3（ 0Lh =0.030）～ 
1.2×10-3（ 0Lh =0.278）%        (42) 

11-7) 山口・野中の第 2式(24)に対する反復解，あるい
は山口・野中の第 8式（YN8と略記） 

( ) mm
FFa ,

12cothcoth ααββαβ =⋅= ；m =1.310   (43) 

−=ε~ 9×10-4（ 0Lh =0.112）～ 
8×10-4（ 0Lh =0.223）%       (44) 

  11-8) Carvlho8)の第 5式(26)の修正式に対する反復解，
あるいは山口・野中の第 9式（YN9と略記） 

( )21coth ααβ α ⋅⋅= ma ；m =1.1965    (45) 

−=ε~ 1.1×10-4（ 0Lh =0.044）～ 

1.1×10-4（ 0Lh =0.274）%       (46) 

11-9) Carvlho8)の第 4式(28)に対する反復解，あるいは
山口・野中の第 10式（YN10と略記） 

( ) ( ){ }[ ]{ }212141 sinhtanhtanh αααβ =a     (47) 

−=ε~ 7×10-6（ 0Lh =0.056）～ 
4×10-5（ 0Lh =0.401）%       (48) 

上記の 11-4)，11-6)，11-7)，11-8)の中に与えられる各
式はそれぞれ正負の最大誤差の絶対値がほぼ一致するよ
うに，べき数mを調整している．初期値の精度が高いほ
ど，Newton法の第 1回目の反復解としての最終解の精度
も当然高い． 
最大誤差の正負の対称性と精度および第1次近似式の
簡潔さを考慮すると，Carvlho8)の第 5式の修正式に対す
る反復解，あるいは山口・野中の第9式，すなわち式(45)
を初期値として式(31)の第 1 式より得られる解が最適と
判断される． 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Padé近似に基づくHunt10)の式はつぎのようである． 
12) Hunt10)の第 1式（Hunt1と略記） 
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−=ε~ 7.0×10-2（ 0Lh =0.532）～ 
7.8×10-2（ 0Lh =0.288）%         (50) 

13) Hunt10)の第 2式（Hunt2と略記） 
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−=ε~ 8.2×10-3（ 0Lh =0.603）～ 
5.4×10-3（ 0Lh =0.324）%          (52) 

Hunt10)の第 1 式(49)は 5α の項まで用いた最大相対誤差
0.1%の近似式，第 2式(51)は 9α の項まで用いた最大相対
誤差 0.01%の近似式となっている．式(51)では，用いられ
る項数が多すぎる．また Newton法による反復解と比べ
ると，その精度もあまり高くない． 
以上に述べた11-1)～13)の各式は1)～10)の各式と同様
に 0Lh の両極限において厳密解を満たす．図-3は 11-1)，
11-2)，11-3)，11-4)，12)，13)の各式による相対誤差ε~と

0Lh の関係を，また図-4は高精度の近似式である 11-5)  
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図-3  波長の近似計算式の相対誤差ε~と 0Lh の関係(3) 
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図-4  波長の近似計算式の相対誤差ε~と 0Lh の関係(4) 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
～11-9)の各式による相対誤差ε~と 0Lh の関係を示す．
図-3ではHunt10)の第5式(49)によるε~が0のまわりに大
きい振動を伴う特徴が際立つこと，図-4では初期値の精
度が高いものほど反復解の精度が 0Lh の全範囲につい
て高いことがうかがえる． 
 
(4) 浅海域に適用が限定される近似式 
浅海域に適用が限定されるⅡグループの式のうち，簡
潔な形でしかもある程度の精度をもつ近似式，すなわち
①グループに属する式 11)，12)，13)のうち Venezian12)の第 1
式とWu and Thornton13)の第1式およびそれぞれの式の相
対誤差の範囲を以下に示す．これらはそれぞれ長波条件
（ 0→α ）に対して厳密解に漸近する．また，いずれの
式による相対誤差ε~も 0Lh の増加とともに一度極値を
とったのち負値を急増させるので，その極値と同程度の

絶対値を与える 0Lh を各式の適用限界値（ *Lh 0で表示）
としている． 

14) Venezian12)の第 1式（Vene1と略記） 

( )6121 αα −=hka  ； ≤*Lh 0 0.165       (53)       

−=ε~ 4.8×10-2（ *Lh 0 =0.165）～ 
4.8×10-2（ 0Lh =0.104）%          (54) 

式(53)は簡易な形をとるにもかかわらず，適用範囲内で
の精度はかなり高い． 

15) Wu and Thornton13)の第1式（WT1と略記） 















 ++=

5
1

6
121 αα

αhka ； ≤*Lh 0 0.219      (55) 

−=ε~ 3.4×10-2（ *Lh 0 =0.219）～0（ →0Lh 0）%   (56) 

  図-5 は 14)～15)の各式による相対誤差ε~と 0Lh の関
係を表す．ε~はいずれの式によっても 0Lh の増加ととも
に極値をとったのち，急増減する． 

  ついで，浅海域に適用が限定されるⅡグループの式の

うち，長い項をもつが精度も高い近似式，すなわち②グ

ループに分類される式として You2)の式， Venezian12)の第

2式，Olson14)の式のうち，Venezian12)の第2式とその相対

誤差の範囲はつぎのようである． 
16) Venezian12)の第 2式（Vene2と略記） 

( ) ( )
( ) ( )

( )58014975050162628610
595534930002694170

09392830428868260

5711590;
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32
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3
3

2
21

3
3
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21

21

.q,.q
,.q,.p

,.p,.p

.Lh

qqqppphk
**

a

−==
−=−=

=−=

≤≤

++++++=

α

ααααααα

        −=ε~ 2×10-4（ *Lh 0 =0.159）～ 

6×10-6（ 0Lh =0.030）%          (59) 

式(57)は複雑な形をもつが，その精度は適用範囲内では
非常に高い．正の相対誤差は 100 .Lh < で実質的に

( )%5100 −< であり， 100 .Lh > で負の相対誤差が次第に
増大する．このため，適用範囲を Venezian12)が与えた

1≤*α ( )15900 .Lh * ≤ としている． 

 
(5) 准深海域に適用が限定される近似式  
Ⅱ①のグループに属し，准深海域に適用が限定される

Nielsen15)の第 3式とWu and Thornton13)の第 2式のうち，
後者の式とその相対誤差の範囲はつぎのように表される． 

17) Wu and Thornton13)の第2式（WT2と略記） 

( ){ } ( ){ }ααα 84126112exp,121 .
a e.ttthk −+−=++=  

                           ； 19500 .Lh * ≥    (60) 
−=ε~ 2.5×10-2（ 0Lh =0.252）～ 

2.5×10-2（ *Lh 0 =0.195）%          (61) 

この式の精度は比較的高いが，式の形がやや複雑である． 
浅海域に対して 14)～16)のいずれかの式，准深海域に
対して式(60)を用い，両者を接続すれば， 0Lh の全範囲
に適用可能な近似式が得られる．Wu and Thornton13)は

πα 40.= （ 0Lh =0.2）を境とする式(55)と式(60)の組合
せ，また You2)は別の組合せを提案している．しかし，た
とえばWu and Thornton13)による式(55)はその接続境界で
ある 0Lh =0.2 で −=ε~ 2.4×10-2 %，式(60)はε~ =1.6×
10-2 %をとり，両者の値は連続しない． 

  表-1 は各近似式の相対誤差の範囲の一覧を改めて示

したものである．なお，紙数の都合上省略したNielsen11)

の第 1式と第2式，Nielsen15)の第 3式，You2)の式，Olson14)

の式に対する相対誤差の範囲は別途 16)与えている． 

4．結 語 

本研究では，水深・深海波長比 0Lh の全範囲に有効な
近似式について，①Carvlho8)の第 5 式の修正式に対する
反復解，すなわち山口・野中の第9式(45) （誤差範囲± 
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図-5  波長の近似計算式の相対誤差ε~と 0Lh の関係(5) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0.0001 %） 

( ){ } ( ){ }aaaaaa hk βββββα 222 tanh1tanhtanh1 −+−+= ，   

( )21coth ααβ α ⋅⋅= ma ；m =1.1965， 02 Lhπα =  

が適切であること，②やや低い精度を許容する場合には
Carvlho8)の第 5式(26)（誤差範囲-0.21～0.27 %） 

( ) 0
21 221coth Lh,.hka πααα α =⋅⋅=  

が十分利用可能であること，を示した． 
また， 0Lh に関して適用範囲をもつ近似式について，
①浅海域を対象とする式はその項数や複雑さを増すほど
精度を向上させるが，適用範囲外で急激な精度低下をも 

たらすこと，②浅海域および准深海域を対象とするそれ 

 

 

ぞれの式は誤差に関して異なる挙動をもつので，両式の 

接続によって 0Lh の全範囲で整合性のある高精度近似

式を構成することが容易でないこと，を明らかにした．

結論として，波長の近似計算のためには， 0Lh の全範囲 
に適用可能な単一の式が望ましいと考えられる． 
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表-1  波長の近似計算式の相対誤差の範囲 

 

No. formula relative error（%） 

1) Eckart 0～5.24 

2) Iwagaki －3.05～3.14 

3) Carv14 －2.45～3.28 

4) FM －1.39～1.66 

5) YN1 －1.52～1.55 

6) Carv9 －1.12～0 

7) Guo －0.75～0.75 

8) YN2 －0.73～0.73 

9) Carv5 －0.21～0.27 

10) Carv4 －0.12～0.20 

11-1) Fenton －5.1×10-2～8.4×10-3 

11-2) YN3 －4.0×10-2～1.2×10-2 

11-3) YN4 ―2.9×10-2～6.7×10-3 

11-4) YN5 －4.9×10-3～4.9×10-3 

11-5) YN6 －4×10-4～1.4×10-3 

11-6) YN7 －1.2×10-3～1.2×10-3 

11-7) YN8 －9×10-4～8×10-4 

11-8) YN9 －1.1×10-4～1.1×10-4 

11-9) YN10 －7×10-6～4×10-5 

12) Hunt1 －7.0×10-2～7.8×10-2 

13) Hunt2 －8.2×10-3～5.4×10-3 

14) Vene1 ±4.8×10-2（ *Lh 0 ≦0.165） 

15) WT1 －3.4×10-2～0（ *Lh 0 ≦0.219） 

16) Vene2 －2×10-4～6×10-6（ *Lh 0 ≦0.159） 

17) WT2 ±2.5×10-2（ *Lh 0 ≧0.195） 
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