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デューンの不安定現象に対する
流砂の非平衡性の影響
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�� はじめに

河床面と流水は河床を構成する砂の流送過程を介し

て常に相互に影響を及ぼし合いながら変動しているた

め，流水との相互作用によって生じる河床変動を予測

するには流砂の掃流特性を把握することが重要となる．

特にデューンと呼ばれる小規模河床形態の発生や発達

については，流砂の非平衡性が大きな影響を与えると

いうことが従来注目されている��������．

���������は流れにせん断流モデルを適用した線形安

定解析を行い，流体の粘性によって流速とせん断力と

に位相差が生じると平坦床が微少擾乱に対して不安定

となりデューンが発生することを説明している．この

とき流砂量式としては������	�
�� � ������式に局所

勾配の影響を考慮した式が適用されている．この局所

勾配の影響とは河床上の砂が勾配に応じて受ける重力

の影響を考慮したものであり，流砂量式において一種

の非平衡性を表している．著者ら��はこの �������式を

用いて弱非線型安定解析を行い，デューン－平坦床の

遷移過程に見られる二価性やヒステリシスが解の亜臨

界分岐に起因した現象であることを説明している．

中川・辻本��は，砂の掃流過程に固有の非平衡性に着

目し，流砂量式に �
�����
�� �����（確率モデル）を適

用することによってデューンの発生を説明している．こ

の確率モデルは，掃流砂の確率的・離散的な運動の結果

として生じる非平衡性をモデル化したもので，砂粒が

離脱する生起確率密度（������ ��
�）と一度離脱した

粒子が次に落下するまでの移動距離（�
�� ����
�）を

用いて表される．ここで表現される非平衡性は前述の

局所勾配の影響とは性質が全く異なり，�
�� ����
�に

よって流砂量に底面せん断力からの遅れが生じるとい

うものである．近年では，このような流砂の遅れに起

因した非平衡性の影響を取り扱うことによって，デュー

ン形成の数値シミュレーションも行われている��������．

中川・辻本��が表現したような流砂の遅れは，流砂の

非平衡性において最も重要な性質の一つであると考え

られる．彼らはこの流砂の遅れによってデューンの発

生を説明しているが，彼らの解析では流れにポテンシャ

ル流を適用しており，流速とせん断力との位相差を理

論的に表現できているとは言い難い．河床の不安定性

を理論的に説明するためには，流速とせん断力との位

相差も理論的に求められるべきであるという観点から，

本研究では，流れをせん断流で表した線形安定解析��

に対して確率モデルの適用を行った．さらに亜臨界分

岐現象に対する非平衡性の影響を調べるために弱非線



型安定解析��への適用を試みた．

�� 確率モデルで表される流砂量の非平衡性

確率モデル��では，流砂の原点を �� � ��� とすると

������ ��
� および �
�� ����
�を用いて流砂量は次の

ように表される．
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ここで �� および ��はそれぞれ砂粒の �次元および  

次元の形状係数（�� � ��!，�� � ��"），���は砂の粒

径である．また ��は砂粒子の ������ ��
�であり，中

川・辻本��に従うと次式で表される．
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ここで 	�は砂の水中比重，�はシールズせん断力（�

�����	�
 ����），��は底面せん断力である．また，式 ���

中の ��は �
�� ����
� の分布関数であり，中川・辻本

に従うと次のような指数分布で表される．
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ここで ��は平均 �
�� ����
�である．つまり，式 ���で

は ��地点よりも上流側で ������された砂粒子が �
��

����
�の分布関数 ��に従って移動する過程において ��

地点を通過する量が表されている．平均 �
�� ����
� ��

の値は中川・辻本によって粒径の !#��$#倍程度の値で

あることが確認されている．しかし，実験結果の示す値

にはばらつきが大きく，また，関根・吉川
�によって限

界掃流力付近ではさらに小さい値を示す可能性も指摘

されており，具体的な ��の値は明確ではない．��の値

は平坦床であれば空間的に均一とみなせるが，デュー

ンが形成されると ��は空間的に変動することになる��．

しかし本研究では，デューン発達の初期を扱っている

ことと ��の値が不明確であることから簡便化のために

��は空間的に一定の値を用いることとした．

河床変動の時間変化は流砂の連続式で表され，式 ���

を適用すると次式のように表される．
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ここで ��は河床高さ，��は空隙率である．また，�� ����

は次式で表されるような砂粒子の ������
���
�であり，��

地点よりも上流側で ������された砂粒子が �
�� ����
�

の分布関数 ��に従って移動する過程において ��地点に

堆積する量を示している．
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図�� 確率モデルで表される非平衡性．��
流砂原点からの流
砂量の変化� ��
���"��� ����と ������� ����の変化．

この確率モデルは �
�� ����
�を媒介にして生じる

流砂の応答遅れが表現されることから，非平衡流砂量

式となっている．流砂原点を ��� � #としてこれより

上流では流砂が生じない河床を想定すると，等流状態

において式 ���で表される流砂量の分布は図��のよう

になる．図の横軸は流砂原点（ ��� � #）からの距離を

示している．図中の ��は粒径で正規化された平均 �
��

����
� ��（� ��� ���）である．図を見てもわかるよう

に，流砂原点ではそれより上流側で砂の ������量が

無いため，原点での流砂量はゼロとなる．原点より下

流側のある地点では，原点からその地点の間で生じた

������量が流砂量に寄与するため，原点から離れるに

したがって流砂量が増加していく．そして原点から十

分に離れた地点で底面せん断力に対応した流砂量 ����

（� ������� ��� ��&	�
 ��
�
�'
���）に達すると，それより下

流側では流砂量は平衡状態となる．

次に，式 �!�に現れる ������ ��
� ��および ������


��
� �� について流砂原点 ��� � #からの分布を図��

に示す．流砂原点より下流側では ������ ��
� ��は式

���に従い常に底面せん断力に対応した値となるため，

等流状態では一定値を示すことになる．その値も �
��

����
�とは無関係であるため，��の値によらず一定で

ある．一方，������
 ��
� ��は上流側の ������量の影

響を受けるため，流砂量と同様，原点ではゼロであり，

原点から下流側に離れるに従って増加し，原点から十

分に離れた地点で平衡な値に達することになる．その

値は等流状態では ��の値に一致しており，������
 ��
�



��が ������ ��
� ��の値に達した地点で ������
 ��
�

��も流砂量も平衡状態に達することになる．また，平

衡状態に達するまでの距離が ��の値とともに増加して

いることが両図より確認でき，�
�� ����
�が大きいほ

ど流砂の遅れの影響がより下流へ及ぶことがわかる．

�� 線形および弱非線型安定解析への適用

��� 支配方程式

確率モデルを用いた流砂量式 ���を，著者らが行った

デューンに関する線形安定解析および弱非線型安定解

析��に適用する．この解析では，二次元開水路流れの支

配方程式として次式で表される二次元レイノルズ方程

式が用いられている��．
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ここで �および �はそれぞれ流下方向および水深方向

の座標，�および �はそれぞれ流速の �および � 方向

成分，�は圧力，� は平均河床勾配，	
（ �� � � �� �）

は次式で表されるレイノルズ応力テンソルである．
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ここで �は渦動粘性係数である．

式 �"���+�は既に次式によって無次元化されている．
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ここで ��� および �"は等流状態の摩擦速度および水深，

!およびは �は無次元化水面高さおよび河床高さ，�は

水の密度である．式 ���は次のように無次元化される．
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ここで �� は無次元流砂量である．また，�� および ���

はそれぞれ正規化された粒径および �
�� ����
�の分布

関数であり，次式で表される．
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式 �!�は無次元化すると次のように表される．
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図�� 確率モデルを用いた線形安定解析より得られた線形増
幅率 +のコンタ図．��
� , ������� �� , -�� ��
� ,
������ �� , -�．

ここで ���と ���は正規化された ������ ��
�と ������


��
�であり，式 ���と次式で表される．
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上式では流砂原点の影響が及ばない領域（原点よりも

十分下流側）を考え，�� � ��としている．このとき，

流れが等流であれば流砂量も平衡状態となる．

本解析では底面近傍に定せん断層を想定し����- 次式

で表されるスリップ条件を用いている．

� � ��� � $�� �
 � � � ��������� ��!�

�� は摩擦速度であり，次式で定義される．
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ここで �は無次元底面せん断力であり，等流シールズ



数 ��を用いて次のように表される．

� � ����� �� � ���	���� ��"��  �

ここで ��� および �� は底面に対する法線方向および

接線方向の単位ベクトルである．また，$はスリップ

速度と摩擦速度の比であり，$の値は .������に従っ

て次式で表されるものとする��．

$ � ��, ) ��$ �� ����%���� ��*�

.��������に従い，定せん断層内の流速分布は対数則

で表されるとすると-平均流速 /� は次式で表される��．

/� � "�# ) ��$ �� ����%���� ��+�

上式と式 ��*�からフルード数& は次のように表される．

& � ���� �$ ) !��� ��,�

��� 線形不安定性

基準状態である平坦な河床に次のような微少擾乱を

与え，線形安定解析を行った．

� � ��� �%� �0�� �%� &� �'�� (��' ) ���� ��#�

ここで 0および (，'はそれぞれ擾乱の成長率および角

振動数，波数である．本解析では，摂動方程式を1��(��

���2多項式を用いたスペクトルコロケーション法によっ

て解くことで増幅率を求めている��．

図��に確率モデルを用いた線形安定解析より求めた

増幅率のコンタ図を示す．図の縦軸と横軸はそれぞれ

フルード数と波数である．実線と点線はそれぞれ正と

負の 0を表しており，太い実線は 0がゼロとなる中立

曲線を示している．いずれの図にもフルード数が #3+$

程度より小さい領域にデューンの発生を示す不安定領

域が現れている．図の右上にも不安定領域が現れてい

るが，これはアンチデューンの発生を示す領域であり，

本研究ではデューンの領域のみに注目することとする．

図����� および �(� はそれぞれ � � #�###+および

� � #�##�，平均 �
�� ����
�はいずれも粒径の $#倍

��� � $#�とした場合の増幅率を示している．図をみる

と � � #�###+の場合に比べて � � #�##�の場合は，波

数の比較的大きい領域で不安定領域が消滅して不安定

領域が狭くなっている．このことから �が大きくなる

と不安定領域が狭くなることがわかる．また，�が大

きいと卓越波数が小さくなることもわかる．

図��に ��の違いによる不安定領域の変化を示す．図�

���� および �(� はそれぞれ � � #�###+および � �

#�##�$とし，��を �#から �##まで変化させている．い

ずれの図からわかるように ��の値が増加するほど波数
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図�� ���� ���$��による不安定領域の変化．��
� , �������
��
� , �����-．

の大きい領域で不安定領域が消滅しており，それに伴っ

て卓越波数も小さくなる傾向にある．このことは，�
��

����
�による非平衡性の影響が大きいほど波長の短い

領域で不安定性が消失し，発生するデューンの波長が

長くなる傾向を示している．

また，特に �が大きいほど ��の違いによる不安定領

域の変化が敏感であり，図���(�の � � #�##�$の場合

では ��が �##程度より大きくなるとデューンの領域が

現れていないことがわかる．本研究では �
�� ����
�を

粒径で正規化している（�� � �� ���）ため，長さスケー

ルを等流水深 �"で正規化している流れの支配方程式の

下では，�
�� ����
�は ����（�� � ���� �"）で規定され

ることになる．このとき �が大きいと式 ��"�から ��

の値も大きくなり，�
�� ����
�は相対的に大きくなる．

このために本解析では �の大きい範囲で �
�� ����
�の

影響が大きくなっていると考えられる．



表�� 各項の摂動解における河床形状との位相差．

��� '� & � �� ��� ��� 4(�&�������' ���

�#�###+� ��#� #�"$� $# #�#�+� #�#��� ��## #�#��� 0 ) #

�## #�#�+� #�##!� ��## #�##!� 0 ) #

�## #�#�+� �#�#�#� ��## �#�#�#� 0 * #

�#�##�� #�"+� #�*�� $# #�#�$� #�##,� ��## #�##,� 0 ) #

�## #�#�$� #�## � ��## #�## � 0 ) #

�## #�#�$� �#�##,� ��## �#�##,� 0 * #

��� 局所勾配の影響を考慮したモデルとの比較

次に局所勾配の影響を考慮した ���������式を用いた

場合との比較を行った．�������式は次式で表される．

�� � + �� � ��� ) + �� � �������
�

� ����

ここで ���は限界シールズせん断力（��� � #�#!*とす

る），+は局所勾配の影響を表すパラメータであり，#3#!

から #3��程度の値を取ることが知られている��．

図��に上式による線形安定解析の結果を示す．図�

����，�(�は � � #�##�，#�##�$とし，図には確率モデ

ルを用いた場合の結果も併せて示している．図をみると

�������式 ����を用いた場合も確率モデルを用いた場

合と同様，�が増加すると不安定領域が狭くなることが

わかる．また +が大きいほど不安定領域が狭くなって

おり，確率モデル式 ��#�における ��の増加と �������

式 ����における +の増加は線形不安定性に対して似た

影響を与えていることがわかる．

��� 不安定性における非平衡性の影響

確率モデル式 ��#�において �
�� ����
�より生じる

非平衡性の影響を検討するために，������ ��
�（式

���）および ������
 ��
�（式 �� �）の線形摂動解（そ

れぞれ ��� および ��� とする）について河床形状との

位相差を調べ，表�� に示した．表では，��� '� & � �

�#�###+� ��#� #�"$�および �#�##�� #�"+� #�*��についてそ

れぞれ ��を $#- �##- �##とした場合を示している．い

ずれも �� � �# および �## の場合に増幅率 0 が正，

�� � �##の場合に 0が負となる地点である．表には

���と ���の絶対値比，流砂量の線形摂動解（���とす

る）の位相差も併せて示している．ここで位相差とは河

床形状（式 ��#�）の位相を基準としたものである．表

をみると ������ ��
� ��� の位相は �� に無関係で一定

であり，������
 ��
� ���の位相は ���の位相からわず

かに遅れていることがわかる．また，��が大きくなるほ

どその遅れも大きくなっていることがわかる．さらに

���と ���の大きさが同じであり，���の位相と流砂量

��� の位相が一致していることもわかる．以上のこと

は，先に図��で述べた点と対応していることがわかる．
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図�� .����/� 式��を用いた場合との比較．��
� , ������
��
� , �����-．

ここで ��� の河床形状からの位相差は流れの支配方

程式を解く際に出てくるせん断力と流速の位相差に応

じて表されるものである．表をみると ��� の位相は河

床形状よりも進んでいることがわかる．���は ���と ��

の影響を受けるが，そのとき ���の ���からの遅れ（位



相差）は ��によって決定される．表を見ると ��の小さ

いうちは ��� の位相が河床形状よりもわずかに進んだ

状態となることによって平坦床は不安定（0 ) #）と

なるのに対して，��が大きくなると ��� の位相が河床

形状よりも遅れることになり，このとき平坦床は安定

（0 * #）となる．つまり，流れの支配方程式に現れる

せん断力の位相差と �
�� ����
�による流砂の遅れ（位

相差）のバランスで不安定領域や卓越波数が決定され

る．このため，�
�� ����
�による非平衡性の影響が大

きいと不安定性が消失する傾向が現れると考えられる．

��� 確率モデルを用いた弱非線形解析

確率モデル式 ��#�をデューンの遷移過程に関する弱

非線型安定解析��に適用した．弱非線形安定解析では線

形増幅率ゼロの中立曲線上でフルード数を展開するこ

とによって次の非線型振幅方程式が導かれる．

����, � �� �) �� ���
�
� ����

ここで右辺第一項の係数 ��は線形増幅率に相当し，第

二項の係数 ��はランダウ定数である．この �� の値が

正の場合，解は中立点において亜臨界分岐形態を示し，

この時デューン－平坦床遷移過程に二価性やヒステリ

シスの現れることが説明される��．

表��に確率モデル式 ��#�を用いた場合の結果を示

す．表には，線形安定解析より求められた限界フルード

数 &�および &�に対応する卓越波数 'と本解析より求

められた �� および ��の値を示した．表中のほとんど

のケースで �� が正の値となっており，これらのケース

では遷移過程に亜臨界分岐が現れることを示している．

本解析では前述のように �の大きい範囲では適当な

不安定領域が得られていないため，亜臨界分岐に対す

る �
�� ����
�の影響を具体的に検討するのは難しい．

しかし表をよくみると，�が大きく，��が大きいとき

に �� が負の値となっており，� と ��が大きくなるほ

ど亜臨界分岐の現れにくいことがわかる．泉・山口��は

�������式 ����を用いた弱非線形解析によって，平均

勾配 �が大きいほど，また局所勾配の影響が大きいと

きに亜臨界分岐が現れにくいことを示している．した

がって，線形解析の結果と同様，確率モデル式 ��#�に

おける ��が亜臨界分岐に与える影響は，�������式 ����

における局所勾配の影響と似ていることがわかる．

�� 結論

本研究では，二次元レイノルズ方程式を用いたデュー

ンの線形安定解析と弱非線形解析に対して確率モデルの

流砂量式を適用した結果，次のことが明らかとなった．

� 確率モデルを用いた線形安定解析では，レイノル

ズ方程式を解く際に現れる底面せん断力の位相差

表�� 確率モデルを用いた場合の ��およびランダウ定数 ��．

� �� '� &� 5����� 5�����

#�###+ $# #� � #�+$, #�##��# #�$ �

#�###+ �## #� � #�+$+ #�##��* #�,,*

#�###+ �## #� � #�+$" #�##!#$ ��,#

#�##� $# #�  #�+$# #�##�$# #�"��

#�##� �## #� � #�+!* #�##�*! ��#$$

#�##� �## #� � #�+!� #�##!", ��#+

#�##�$ �# #� " #�+ $ #�###$*� #��+!

#�##�$ $# #� � #�+�! #�##�*! #�#,*+

#�##�$ �## #��# #�*$+ #�##�  ���" 

#�##� $ #� , #�+�� #�###!! #��#�

#�##� �# #� * #�+�! #�###* #��  

#�##� �# #� � #�*,! #�###,$ �#�#�$ 

と �
�� ����
�によって生じる流砂の遅れ（位相差）

のバランスで不安定領域と卓越波数が表される．

� �
�� ����
�が大きい場合は，線形不安定領域が狭

くなり卓越波数がより小さくなる．これは �������

式を用いた解析において局所勾配の影響を大きく

した場合と同様の傾向であり，線形不安定性に対

して �
�� ����
�による非平衡性の影響は �������

式における局所勾配の影響と似た影響を示す．

� 確率モデルを用いた弱非線形解析の結果，平均勾

配が小さく �
�� ����
�が小さいと遷移過程に亜臨

界分岐が生じることが示された．
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