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    Air bubble rising in water is analyzed numerically by Navier-Stokes equation. To capture liquid-gas 
interface as well as to smooth large gap in density/viscosity, Level-Set method is applied. For typical 
bubbles of spherical, ellipsoidal and spherical-cap shape, rising velocities with their shapes are 
calculated, from the start of motion to the terminal steady state. And, their transitions of velocity and 
corresponding alterations in shape，are examined in detail. In one ellipsoidal case, cyclic alteration in 
shape, deviating over ellipsoidal regime, is confirmed. Terminal velocities and shapes, for the bubble of 
equivalent diameter from 1.2mm to 24.5mm, are compared with the existing experiments in distilled 
water. Good agreement was obtained in shapes, while terminal velocities of our two-dimensional 
analysis underestimated the corresponding experimental values by about 20 percent.        
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１． はじめに 

 
 地球環境の保全が叫ばれるなかで，地表面の大半を占

める海洋が，注目を浴びている．大気との界面では，砕

波などで生じる気泡が気体輸送に貢献し，CO2やO2の吸

収を促すと考えられ，現象解明をめざした研究が進んで

いる．また，CO2ガスを海中に吹き込み，気泡生成・溶

解させる技術開発も行われている．一方，海洋汚染対策

としてのエアーバブルカーテン(月岡ほか１))や，湖沼浄

化に有効な曝気手法の開発なども強く望まれている． 
しかし，これらの問題で重要な役割を果たす「気泡」

の挙動については，未解明の点が少なくない．今後，研

究が進み，気泡のコントロールが可能になれば，その技

術の活用により，汚染対策や曝気手法も，飛躍的に進歩

するであろう．しかし，実際には，液体中の気泡群の挙

動は複雑で，その取り扱いは容易ではない． 
単一気泡が液体中を上昇する際の運動については，化

学などの分野で，古くから実験的研究が行われている．

Harberman and Morton2）は液体中を上昇する気泡の速度,
形状などで貴重な成果を上げると共に，Morton数を導入

した． Clift et al.3）は数多くの既往実験に基づき気泡・

水滴運動の全容を体系的にまとめた．その後もBhaga 
and Weber4）の砂糖溶液を使った研究などが報告されて

いる．  
一方，数値解析により気泡運動を研究する場合，気液

界面の取り扱いが問題とされてきた．しかし，近年，

Hirt and Nichols5)が界面大変形に対応できるＶＯＦ法を開

発するなど，活発な動きが目立ってきた．Ryskin and 
Leal6）および高木ほか７）は，境界適合格子を用いて気泡

の運動を解析した．Esmaeeli and Tryggvason8)はFront-
tracking法によりNavier-Stokes式を直接解析し，Takada et 
al.9)は統計熱力学にもとづく格子ボルツマン法の適用を

進めている．さらに，Sussman et al.10)の研究以来，レベ

ルセット法が注目を浴び，由比ほか11) ，Koebe et al.12)，

坪郷ほか13) ，Smolianski et al.14)などが基礎的研究に取り

組んでいる．そこでは，気液界面の大変形を忠実に捕獲

しつつ，大密度差を数値的に緩和処理できる． 
本研究では，環境分野での，レベルセット法による気

泡運動解析の実用化を目指し，その第一段階として，水

中を上昇する単一空気気泡の運動を解析する．得られた

上昇速度と気泡形状を既往研究と比較して，本手法の適

用性を検証する． 
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２．解析手法 

 (1) 基礎方程式 

一般に，気液二相流体の運動は，連続式，Navier-
Stokes方程式およびパーティクルに沿った密度ρと粘性係

数µの保存式で表現できる(Sussman et al.10))．これらは無

次元形で次のように表される． 
 
         
 
 

 
 
 
 

 
 
 
ここで，t は時間，∇ はナブラ演算子，u は速度，p

は圧力，ρ は密度，µ は粘性係数，g は重力加速度，D 
は粘性応力テンソル，κ は気液界面曲率，δ はDiracのデ

ルタ関数，n は界面法線ベクトルである．また，Fr，Re，
Bは，それぞれ，Froude数，Reynolds数，Bond数である． 
本論では，気液両相にこれらの式を適用して統一的に

解析した．解析領域は鉛直２次元平面とし，計算領域外

縁の境界上で自由滑り条件を課した． 
 

(2) 界面捕獲 

 気相と液相を区別する界面を捕えるためにレベルセッ

ト関数Φを導入した．領域内各点から界面までの符号付

き距離としてΦを定義し，気相で負，液相で正とした． 
 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

ρ およびµ の不連続を緩和するために，界面に厚みを持

たせた．この有限幅の遷移領域内で，気液のρ およびµ 
を滑らかに接続させて，差分計算を安定化させた． 

 

(3) 差分化 

 基礎方程式の離散化は，Sussman et al. 10) の手法に従う

こととし，直交等間隔のスタガード格子系を用いて，２

次精度のAdams-Bashforth法で陽的に時間発展計算を行っ

た．空間微分では，対流項で２次精度のENOスキーム，

その他の項で２次精度の中心差分を用いた． 
 
(4) 解析モデル 

 図-1に鉛直２次元の解析モデル（初期状態）を例示す

る．直径de（e：面積等価な換算円を示す）の空気気泡

が，水槽中心線上で底面から上方deの位置に静止してい

る．水槽の幅W および深さH は，共に気泡直径の7倍
(7de)を基本とし，解析条件に応じて適宜調整した．空

気気泡と水では，大きな密度差(1/814)および粘性差

(1/56)がある．これに対して，界面厚さを格子間隔の3
倍とし，この界面領域内で，ρ および µ を正弦関数で

滑らかに接続させた． 
格子分割では幅,深さ方向とも等間隔とし,幅方向200

（気泡直径de 上で約29)を標準とした． 
  

３． 解析結果 

 
(1) 解析手法の検証 

a) 格子間隔の影響 

解析にあたって，まず，格子解像度の影響を検討した．

図-2は，気泡直径de上の格子間隔を５段階に変化させ，

気泡上昇速度U(気泡内平均値)に与える影響を見たもの 

図-1 鉛直2次元の解析モデル例（初期状態）
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図-2 格子間隔と上昇速度 
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である．この場合のMorton数( M=gµ4 /(ρσ3 ), ただしσ は
表面張力)およびEötvös数(Eo=gρde

2/σ)は，おのおの 
M=2.72x10-11およびEo=5.46x10-1で，水中を上昇する直径

2mmの空気気泡の場合に相当する． 
気泡上昇開始直後では，格子間隔による有意な差は無

いが, 時間経過とともにその影響が顕在化している．格

子間隔de/7(×印)では，0.03sec 前後で速度増加率が低下

し終端速度(t=∞での速度)Ut ≈15cm/sに達している．同様

に，de/11(△印)は0.04sec 前後でUt ≈20cm/sに達する.こ
れに対して, de/14(◆印), de/21(■印)およびde/29(●印)の

3ケースは , 有意な差が無いまま , 0.05sec前後でUt  

≈22cm/sに達する.  
 以上をまとめると，①格子間隔が大きいと終端速度が

低下する, ②格子間隔をde/14程度かそれ以下とすれば,
格子間隔の影響を受ずに解析できる，となる．これらは

Esmaeeli and Tryggvason8)およびTomiyama15)の研究とも符

合しており,妥当な結果と判断できる. 
b) 解析領域幅の影響   

次に，解析領域幅Wが終端速度Ut に与える影響を検討

した．図-3 は，終端速度の無次元量Ut /Ut∞(Ut∞はW=∞の
場合のUt 値)を縦軸とした解析結果である．●印が本２

次元解析値で，気泡形状は円形に近い楕円形である．実

線はClift et al.3）の実験式，破線はそれを2次元問題用に

補正した曲線である．●印と実線(3次元値)は，de/W の 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

増加とともに Ut /U t∞ が指数的に減少する点で同傾向を

示すが，数値的には両者の差が次第に大きくなっている． 
一方，●印と破線(2次元値)は，de/Wの全範囲で良く一

致している．従って，本解析値は実験値と良く対応して

いると言うことができる． 
c) 既往研究との比較(上昇速度の時間的変化) 

最後に，上昇速度の時間的変化について，既往研究と

比較検討した．図-4は，レベルセット法による本解析結

果を，Esmaeeli and Tryggvason8)の2次元Front-tracking法の

結果と比較したものである．解析条件は，de/W=0.4/1.0, 
M=10-3, Eo=1.0, 気液密度比0.05 および 気液粘性比0.05
としており，エンジンオイル中を上昇する空気気泡に相

当する．縦軸はRe数表示された無次元化速度, 横軸は無

次元化時間である．初期段階では本解析値が低めだが, 

時間経過とともに両者は良く一致し，同一の結果を与え

ることがわかる．  
 
(2) 過渡状態の解析結果 

a) 検討対象 

 はじめに，図-1に示す気泡が，上昇運動を開始してか

ら定常状態に至るまでの，過渡状態に着目する．運動挙

動(上昇速度，気泡形状等)は，気泡直径deにより大きく

異なる．deが十分小さい範囲では，気泡を剛体とみなす

Stokesの理論が適用可能だが，0.5mm以上では気泡変形

や内部気体の運動が無視できない(Gaudin16)).ここでは，

後者の範囲を対象に，b)円形(de=1.2mm)，c)楕円形

(de=3.3mm)，d)楕円形(de=5.5mm) および e)キャップ形

(de=24.5mm)の4ケースの解析をおこなった． 
b) 円形〔微小変形〕 (de=1.2mm) 

図-5に de=1.2mmの場合の解析結果を示す．上昇速度

は滑らかな凸形状で増加し, 0.027sec後には13.2cm/s(●
印)と, ほぼ終端速度Utに達している．気泡形状はわず

かに変形(アスペクト比(鉛直軸/水平軸)=0.97)するも, 
ほぼ円形を維持している.   
c) 楕円形〔小変形・周期的変動〕(de=3.3mm) 

図-6は de=3.3mmの場合の解析結果である．時間経過

とともに，上昇速度の微小変動が顕在化し，t ≈ 0.05sec  

図-3 解析領域幅と終端速度 

図-4 既往研究との比較(上昇速度の時間的変化)

図-5 上昇速度の時間的変化 (de =1.2mm)
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からは明確な周期的変動に成長すると共に,その平均値

は一定値(Ut ≈ 24cm/s)に収束していく．  
図-7は，速度極小および極大時の気泡形状例である．

速度差にも拘らず，気泡形状は，両者とも「上部が偏平

な楕円形」と呼べる範囲内にある．しかし，これを数値

的に評価すると両者間の差が明確になる．  
図-6の×印は, 形状変化をアスペクト比で表現し, 速

度変化と対比させたものである.両者の周期的変動の位

相が一致している. また，アスペクト比の平均値は約

0.6で，Clift et al.3）の実験値(蒸留水の場合)0.25～0.7の範

囲内にある．さらに，Marco et al.17)による，M ≈ 8x10-10 
(＜10-6 )の気液システムでの実験値≈0.6 とも一致してお

り，妥当な結果と言える． 
d) 楕円形〔大変形・周期的変動〕(de=5.5mm) 

図-8に上昇速度の解析結果を実線で示す．上昇速度は

初期に直線的に増加した後, ほぼ一定値を維持するが, t 
≈0.07sec以降は周期的変動を繰返す.変動の平均値は緩増

しつつ，終端速度Ut ≈22cm/sに収束している.この周期的

変動をde=3.3mmの場合(上述)と比較すると，平均値の

挙動はほぼ同じだが,振幅が著しく大きい．これは，気

泡上昇運動全体の中で，速度の周期的変動のウェイトが

増大したことを示すと考えられる．  
速度曲線上の○,△印などは,その点での気泡形状のパ 

ターン分類表示である．黒塗印は各パターンの代表であ 
り,具体的形状は後述する(図-9)．はじめに，速度曲線

上の極大点でのパターンに着目する．１番目と3番目の

極大点は共に丸印(●と○)，2番目と4番目は共に菱印

(◆と◇)である．同様に極小点では1，3番目が四角印，  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
2，4番目は▬ 印である．＊印など上記以外の点でのパ 
ターンについても同様である．すなわち，気泡形状は，

速度曲線上の位置によって決まる，と言える．本ケース

の場合，速度が周期的に変動するので，気泡形状もこれ

に対応して，周期的に変形を繰返している． 
図-9に代表的な気泡形状を示す．図-8 の黒塗印に

沿って，速度極大点から減速し，極小点を経て次の極大

点に至る過程での，形状変化を見たものである．(● 
0.092sec)は，図-8の速度極大点での気泡形状で，比較的

円に近い楕円形である．その後，速度を緩め極小点では，

下面が凸形に撓んだ横長矩形(■ 0.127sec)となっている.

しかし，再び速度増加に転じた後は，気泡形状は縦長矩

形(▲ 0.137sec)に激変する．その後も速度を増加させ，

極大点到達時の気泡形状は流星形(◆ 0.145sec)に変形し

ている.  
以上をまとめると, de=5.5mmの場合, 上昇速度が周期

的に大きく変動し, それと対応して，気泡形状も周期的  
に大きく変形する．その形状は楕円形，横長矩形，縦長

矩形，流線形など極めて多様である，といえる． 
一方 ,Clift et al.3 ） は，本条件下の気泡形状

を”Ellipsoidal”と表現しているが，その定義を「真の 

図-6 上昇速度の時間的変化 (de =3.3mm) 図-8 上昇速度の時間的変化 (de=5.5mm) 
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図-9 代表的な気泡形状 (de=5.5mm) 

図-7 速度極小時および極大時の気泡形状 
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楕円形と著しく異なる形状も含む」としており，本解析

結果と符合する．なお, 最近, 数値解析的研究のなかに，

速度の周期的変動の報告例(Goz et al.18),Liovic et al.19)な

ど)があるが，現象の詳細検討には至っていない.  
e) キャップ形〔形状遷移〕(de=24.5mm) 

図-10 に速度変化の解析結果を示す．実線は上昇速度, 
○,△印等は代表的な着目点である. 上昇速度は初期に

直線的に増加して最初の極大点(○印)に達する. その後, 

速度は一旦緩やかに減少するも，再び増加に転じる．2
番目の極大点(△印)に達した後は, 若干の速度減少を経

て,急速に変動が消滅し,一定速度Ut ≈23cm/sに収束する. 

この点は,周期的変動が継続する楕円形(de=3.3mm およ

び5.5mm)の場合と著しく異なっている.  
図-11に代表的な気泡形状を示す.(○ 0.04sec)は,図-10

の最初の極大点における形状で,初期状態に近い円形で

ある.(□ 0.09sec)は速度極小点での形状で,円形の下面

が著しく窪んで，馬蹄形に変形している.(△ 0.15sec)は
2番目の極大点での形状で,馬蹄形の両端部が細く変形し

ている.その後，速度極小点(◇ 0.17sec)前後で,変形し

た両端部が本体から離脱していく.(▲ 0.21sec)は速度変

動収束後の気泡形状で, キャップ形を示している． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
(3) 定常状態の解析結果 

a) 気泡形状 

 ここでは，前節(2)の解析結果のうち，気泡の運動が

定常状態に達し，終端速度で上昇している時点に着目す

る．図-12は, 既往実験に基づく気泡形状領域図(Clift et 
al.3))中に，前節(2)の解析点をプロットすると共に，形

状例を図示したものである．「Spherical と Ellipsoidal の

境界上」の●印(de=1.2mm)では，気泡形状の解析結果

は「わずかに変形した円形」であり，領域図と良く符合

している．同様に，「 Ellipsoidal 領域」の◆印

(de=3.3mm) では解析結果が「楕円形」，また，

「Spherical-Cap 領域」の▲印(de=24.5mm)では解析結果

が「キャップ形」であり，共に領域図と符合する．図中

の(Asc)と(Esc)は「Spherical-Cap 領域」の気泡形状例で，

前者は本解析 (de=24.5mm) ，後者は既往実験

(de=42mm)3)である．de 値の相違にもかかわらず，両者

は良く一致している．  

一方,「Ellipsoidal 領域」の□印(de=5.5mm)では，解

析結果が「楕円形，横長矩形，縦長矩形，流線形など多

様に変形」している．しかし，「Ellipsoidal」の定義(前

節(2)d))が「真の楕円形と著しく異なる形状も含む」で

あることから，解析結果は領域図と符合すると言える．

図中の(Ae) と(Ee)は「Ellipsoidal 領域」の気泡形状例で
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図-10 上昇速度の時間的変化 (de=24.5mm) 

図-13 終端速度(Ut)と気泡直径(de)

図-11 代表的な気泡形状 (de=24.5mm) 

○ 0.04sec         □ 0.09sec

△ 0.15sec         ▲ 0.21sec

図-12 気泡形状と気泡直径(de) 
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ある．前者は周期的に変形する本解析(de=5.5mm)の一

例，後者は既往実験(de=6mm)3)である．両者共「広義

の楕円形」と言い得る点で符合している． 

b) 終端速度 

図-13は, 終端速度Utと気泡直径deの関係を，両対数紙

上で見たものである．●印は本解析，実線はClift et al.3)

の既往実験に基づく曲線(蒸留水中の空気気泡の場合)で

ある．後者のUt は，deが小さい範囲で直線状に増加する

が，de=1.3mmを境に緩やかな減少に転じ，その後は再

び増加している．この傾向は，●印群にも表れており，

本解析の妥当性を示すものと言える．しかし，数値的に

比較すると，本解析は全体的に小さく，実験曲線の約8

割程度である． 
この原因の1つに，３次元挙動を２次元解析した点が

ある．モデル化に伴う気泡形状の差(例；球形と円筒形)

や，３次元運動(例；ロッキング，ジグザグ，スパイラ

ル，形状振動)を２次元領域内で解析することによる自

由度不足等が，誤差を生むことが考えられる． 
 

４． まとめ 

 
レベルセット法による気泡運動解析の実用化を目指し，

格子間隔，領域幅の影響を検討すると共に，上昇速度の

計算結果を既往研究と比較して，本手法の妥当性を検証

した． 
淡水中を上昇する空気気泡(de =1.2mm~24.5mm)の，

上昇速度と気泡形状を，本手法で解析した．過渡状態で

は，既往実験と定性的によく一致し，本手法の妥当性が

確認された．「Ellipsoidal領域」の de =5.5mmでは，速度

と形状が呼応しながら，大きく周期的変動する状況を捕

えることが出来た．定常状態でも, 気泡形状および終端

速度は，既往実験と同傾向を示したが，数値的には２割

程度低めだった． 
今後は，上昇速度とあわせて，気泡形状についても，

実験との比較考察を詳細に行うと共に，３次元解析など, 

より現実に近い条件での解析を進める予定である． 
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