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In this study, a new two-dimensional depth-averaged numerical method was developed to simulate a quasi 3-D 

flow with the effect of time and spatial evolution of a secondary current in a generalized curvilinear coordinate 
system. The secondary current was calculated by means of a weighted residual method, with the assumption that the 
velocity profiles of the main flow and secondary flow remain similar in the computation space. From the verification 
of this numerical model in comparison with the experimental measurements of curved open channel flows by Hicks 
et al., it is shown that the proposed numerical method reasonably predicts the main flow profile in a cross-sectional 
axis. Especially, it is pointed out that growth and decay of the secondary currents along the main flow direction are 
effectively evaluated by this method. 
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１．はじめに 
従来の河道計画は，1次元不定流モデルによる解

析を基本に行われている．しかし，低水路線形等の

河道詳細設計や河床変動の予測などにあたっては，

より高次元の水理モデルの活用が望まれる．そこで

最近は浅水流方程式に基づく平面2次元モデルの汎

用化が進められており1)，実務でも利用されようと

している． 
一方，河川の湾曲部や分合流あるいは大型の構造

物周辺においては，流線の湾曲に起因して生じる 2
次流が多く見られる．2 次流は横断方向に運動量を

輸送することから，断面内の水位偏差や水衝部の形

成などに深く関わっている．このため，2 次流に関

する基礎的研究が多数行われた 2) ,3), 4), 5)． 
ところで，前述の浅水流方程式は水深平均された

流速を取り扱うので，何かしら便宜的方法を用いな

い限り，2 次流に起因する運動量輸送を考慮できな

い．例えば，単湾曲水路に対する浅水流方程式の解

は自由渦型の流速分布となり，湾曲部外岸で現実に

生じる高流速を表現できないことが知られている 6)． 
このため最近は，河川流の 3 次元的モデルの開発

も行われつつあり 7)，その発展が期待されている．

しかし計算機資源の制約から，少なくとも現時点で

はこれらモデルの適用は実際の河道のごく狭い区

間に限られており，一般の河道計画の現場における

活用には，まだ相当の時間を要するものと思われる． 
しかし，河川空間寸法は一般に[縦断方向]>>[横断

方向]>>[水深方向]であるため，流れは“全く自由に

3 次元的”というわけではない．すなわち，縦断方

向流に横断方向偏寄流が加わり，それに螺旋流が載

っているとみなせる場合が多い．実際，湾曲流に関

する多くの研究はそれを前提として組み立てられ

ている 8), 9)． 
そこで，このような流れの構造を踏まえて3次元

性を簡略に表現しようとする試みもなされている6), 

10), 11)．本研究では，この種のモデル化を既存の浅水

流モデルの枠組みに適合させることにより，純3次
元計算モデルより少ない計算負荷で，河川の3次元

的流動を表現する準3次元計算モデルを構築する．

また，単湾曲流に関して，この構築された数値モデ

ルによる解析結果とHicksらの実験結果12)との比較

を行って，その妥当性について考察する． 
 
 
２．モデル構築の基本的考え方 

通常の平面流計算は，図-1(a)に示すように，鉛直

平均された流速 ),( VU を変数としている．しかし実

際の流速ベクトルは水深方向に変化するため，(b)
のようになる．(a)と(b)の残差を，浅水流の流速ベク

トルの方向とそれに直交する方向に分解して図示

すると(c)となる． 
残差成分の鉛直分布については，図-2 に示すよう

に種々の形式 2), 3), 6), 13)があるが，ここで最も簡単な

Finnie らの直線分布 14)を採用すれば，流速分布は次
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図-1 モデルにおける流速分布の概念図 (a)水深平均流U，(b)水深方向で変化のある実際の流速分布uおよ

び(c)主流と2次流の分布（ただし， ),,( ζyx はデカルト座標， ),,( ζns は流線座標， 'u は偏差流である．） 
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図-3 河川における2次流の概念と本モデル 
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図-2 流速分布関数 sf と nf 2), 3), 6), 13), 14) 

（各分布は適当な水理条件の下で，2次モーメント

がほぼ一致する条件で規格化して図示した．）

式で表される． 
)(),('),(),,( ζfyxuyxUzyxu ⋅+=    (1) 

  )(),('),(),,( ζfyxvyxVzyxv ⋅+=       (2) 
ここに， yx, は水平面内の座標，z は鉛直方向座標，

vu, は yx, 方向の流速， VU , は yx, 方向の鉛直平均

流速， 2/1)( −= ζζf ，ζ は無次元水深(= hBz /)'( − )，
'B は河床高， h は水深である．上式は，2 つの 2 次

元ベクトル ),( yxU と ),( yxu' で流速場を表現するも

ので，変数の量は“多層モデルで層数を 2 とした場

合”と同等である．しかし，図-1 に示した種類の 3
次元性を表現できるという意味で 2層モデルより優

れている． 
さて，湾曲流などの研究で用いられる 2 次流の概

念と，上式で定義される偏差成分 )(ζf⋅u' との対応

は次のようになる(図-3 参照)． )(ζf⋅u' の鉛直平均値

はゼロだから，主流方向は Uの方向と一致している．

そこで， )(ζf⋅u' を主流方向と直交方向に分解すれ

ば，前者とUの和が“主流成分の鉛直分布”，後者

は“2 次流成分の鉛直分布”となる．これを式で表

せば次式となる． 

主流： { } )(2 ζfU)/u'U(UU ⋅+        (3) 

2 次流： { } )(2 ζfU)/u'u'-U(U ⋅       (4) 

ここに )u'(U ⋅ は Uとu' の内積， U は Uの絶対値で

ある．なお，鉛直流速 w は連続条件式から次式で求

められる． 

{ } '
1

0
)( Bxy wdfdivhw +⋅+−= ∫ ζζu'U     (5) 

ここに { }　⋅xydiv は yx, 平面内の発散を表す演算子で

ある．また， 'Bw は河床での鉛直流速で，河床勾配

ベクトルをB' と書けば，次式により求められる． 
( )',2' B/u'-U=Bw             (6) 

ところで，図-2に挙げた研究はいずれも流線座標

系または近似的な流線座標系を使用しているため，

主流と2次流に対して異なる分布形を導入すること

が可能である．一方，本研究では流向が予め特定で

きない場合にも適用できるモデルを考えている．こ

のため 'u と 'v の鉛直分布形が同一なFinnieの式14)を

用いた． 
 
 
３．湾曲流に関する数値計算手法 
 
３．１ 基礎方程式 
（1）導出過程 
デカルト座標系 =ix ),,( zyx における物理量φ の

(b) (a) (c) 



 

 

保存則は次式で表現される． 
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ここで， =iu ( wvu ,, )はそれぞれ ix 方向の時間平均 
の時間平均流速であり， φS は生成項である．本研

究では各水深 z における流速の偏差成分 iu'（水深平

均流からの残差）を求めるために，基礎式(7)に対し

て重み付き残差法を適用する．具体的には，式(7)
に重み付け関数 p を掛け合わせ，水底( 'Bz = )から

水面( Hz = )まで積分し，水底および水面での運動

学的条件及びライプニッツ則から次式が導かれる． 
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式(8)において，p =1の場合，φ =1とおくと連続式が，

φ = u および v とおくと運動量式が得られ，平面2次
元浅水流方程式が求められる．さらに， p = f の場

合には偏差成分を求める式が得られる． 
Galerkin重み付き残差法を用いて，式(1),(2)を式(8)

へ代入して整理をすると，以下の基礎方程式が導出

される． 
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ここで， UhM = , VhN = , hum '= , hvn '= は水深平均

流 ),( VUUi = および偏差成分流の線流量であり，γ
は線形な分布関数 f を仮定した場合の係数（本研究

では γ =1/12）である．また， ρ は流体の密度，
ibxτ

は底面せん断応力であり，
jiuuτ 及び

jiuuf ,τ は平均流

とその偏差成分に対して水深平均を施したレイノ

ルズ応力を表す．本研究での基礎方程式の特徴に関

して述べると，式(12)及び式(13)では2次流が水深平

均流との相互作用から時間発展を伴い算定される．

一方，式(10)及び式(11)では左辺第4項および第5項に

おいて2次流による運動量輸送が移流形式で表現さ

れており，通常の平面2次元計算における水深平均

流の時空間発展にこれらの項が寄与することがわ

かる．また，式(10)～(13)は式形が類似しており，同

一の計算スキームで離散化可能で，プログラミング

が簡便である． 
 
（2）基礎式の具体化 
式(12)および式(13)の右辺第1項は重み付き残差法

の弱形式化と同様の方法により， 
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となる．ここで， tmz ννν +≡)( は分子粘性と渦粘性

を合わせた，水深方向の実質の動粘性係数であり，

aveν はその水深平均値である．また，式(12)及び式

(13)の右辺第2項に関しては，式(5)から水深方向流速

w を評価すると，次式となる． 
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３．２ 一般座標系における基礎方程式 
本研究では実河川などの複雑な形状を有する流

路に対して，上述の解析モデルを適用する．その際，

計算格子数に対して効率的に流路形状を表現する

ことが望まれる．そこで，本研究では一般座標系を

用いた湾曲流に関する長田らの研究15)に準拠して，

上述のモデルを一般座標系へ変換した基礎方程式

を用いる． 
デカルト座標系( yx, )から一般座標系( ηξ , )に変

換するために， 
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( ) ( ) 0//// =∂∂+∂∂ ηηξξ JJ
ii xx    (17) 

などの関係式を用いる．ここで， ,xξ ,xη yy ηξ , は変

換のメトリックス， ( ) 1−−= ξηηξ yxyxJ は変換のヤ

コビアンである．また，後述するように，本研究で

は離散化手法として有限体積法，変数配置として

Staggered格子を用いるため，運動方程式(10)~(13)に
関しては未知量を反変成分で表示する．例えば，式

(10)は次式(18)に変形できる． 
( ) DifTauDepConvqConvQtJQ +++=+∂∂ //ξ    (18) 

ここで， 
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図-5 実験水路概要図と実験条件（Hicksら12））
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ただし， ηξηξ qqQQ ,,, は流量フラックスの反変成分

であり， ξτ b はせん断応力の反変成分である．また，

上付きハット＾は変数の反変成分を示す．他の式は

紙面の制約のため省略するが，基本的に同型である． 
 
 
４．湾曲流に関する室内実験との比較検討 
 
４．１ 数値解析法 
本研究では離散化方法として，有限体積法を用い

る．また，空間微分について，移流項には簡単に1
次精度の風上差分，その他の項には2次精度の中央

差分を用いた．時間積分については2次精度の

Adams-Bashforth法を適用した．変数変換のメトリッ

クス ,xξ ,xη yy ηξ , の計算には2次精度の中央差分を

用いた．図-4には本研究で用いたStaggered格子にお

ける各変数の配置図を示した．水深平均流の反変成

分はセル境界に，水深はセル中心に配置するが，偏

差流の反変成分はセル頂点に定義する． 
 

４．２ 湾曲流に関する室内実験との比較 
本節では上述の解析モデルを用いて数値解析の

結果得られる定常解とHickらの実験結果12）との比

較検討を行う．図-5には実験水路と水理条件の概要

を示した．水路は13mの流入直線部，約17mの270°
湾曲部および2.4mの流出直線部より構成される．実

験ではLDAによる高精度流体計測が行われている．

図-5に示すように，デカルト座標原点は水路の曲率

円の中心とし，ξ 軸は水路の湾曲入口から下流向き

に， η軸はξ 軸に局所的に直行して水路左岸から右

岸向きにとる．θ は湾曲流入口からの中心角である． 
計算の初期条件は2次流を考慮しない浅水流計算

の結果を利用する．つまり，流速偏差 iu' を0とし，

水深平均流のみを与える．本計算では2次流を考慮

して，この初期条件から定常状態に達するまで，陽

的な時間スキームで計算を進める．計算の境界条件

は，上流端ではManning則により水深に応じて流量

を配分し，下流端では実験で得られた水深を与える．

また，流量のξ 方向の勾配を0とした．側壁および

底面では流速のスリップ条件とし，それぞれの断面

でManning式により摩擦力を加えた．さらに，上流

端では開水路等流条件での iu' を主流方向のみ与え

た．用いた計算格子は縦断・横断方向( ηξ , )におい

てそれぞれ等間隔の粗い格子であり，水路流入直線

部の流れ方向の格子間隔は1ｍ，曲線部は270度を24
分割し，横断方向には0.1ｍとした．文献12)には底

面勾配に関する記述がないが，再現計算では

Manningの粗度係数 n を0.01とし，流路を直線とした

仮定した時に等流を形成するための縦断方向河床

勾配 i を与えた．また，時間刻み t∆ はCourant数が0.1
以下となるように定めた．さらに，レイノルズ応力
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図-6 本モデルにより算定された定常状態におけ

る水深平均流 ),( VU のベクトル図(Run:A6) 
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図-7 本モデルにより算定された定常状態におけ

る流速偏差 )','( vu のベクトル図(Run:A6) 

は次式に示すように，0方程式モデルにより与えた． 
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ここで， hD は平面方向の水深平均渦動粘性係数，k
は水深平均乱れエネルギー，α は定数， *U は摩擦

速度である．水深平均乱れエネルギーに関しては，

Nezu & Nakagawa16)による水深方向の k の分布に関

する式を水深積分して得られる値（ =k 2.07 2
*U ）を

用いた．また，水深方向の渦動粘性係数の水深平均

値 aveν は，開水路等流での値 6/*hUave κν = を用いる．

なお，本研究では簡単のため，
jiuuf ,τ は無視した． 

図-6にはRun:A6における，本モデルによる定常状

態での水深平均流 ),( VU のベクトル図を示した．本

モデルでは2次流を考慮しているため，水路を流下

する間に主流速の横断方向分布が変化し，外岸側の

水深平均主流速が内岸より大きくなる．一方，図-7

にはRun:A6における，本モデルによる定常状態での

流速偏差 )','( vu のベクトル図を示した．湾曲入口か

ら，流速偏差ベクトルは水深平均流ベクトルから外

岸側へとそれることがわかる．紙面の制約でここで

は割愛するが，定義式(1)及び(2)より底面では当然外

岸から内岸に向かう流れが計算できている．このこ

とから，水面での高速主流速が外岸へと，底面での

低速主流速が内岸へと移流した後にそれぞれが両

岸で上昇・下降することで，主流速の外岸側での高

速化，内岸側での低速化といった2次流の運動機構

が説明される． 
図-8にはRun:B1における水路内の4つの断面

(u/s,θ = o90 , o180 , o270 )に垂直な主流速 ξU に関し

て，Hicksらの実験結果，2次流を考慮した場合の定

常状態の数値解(present)および2次流を考慮しない

場合の数値解(CDM)を断面毎に示した．ここで，文

献12)より，u/s(=upstream)とは湾曲部入口から約

0.58m上流の断面を指し示し，
ave

U
,ξ は主流速 ξU の

各断面平均値を示す．ただし，Hicksらの実験データ

では主流速の断面平均値によるデータの規格化が

行われていないために，図-6ではその補正値を掲示

した．2次流を考慮していない計算では，湾曲部入

口( o0=θ )から湾曲部出口( o270=θ )まで終始主流

速が右岸側で卓越しており，自由渦型の分布を示し

ている．一方，2次流を考慮した場合には，遠心力

と圧力のバランスから，右岸側（内岸）から左岸側

（外岸）への横断方向の運動量輸送が存在するため，

水路を流下する間に主流速の横断方向分布が変化

し，外岸側の主流速が卓越するようになる．つまり，

自由渦型から強制渦型の流速分布へと変化するこ

とがわかる．本計算では粗い格子を用いているが，

2次流を考慮した場合の計算結果はほぼ実験値と一

致しており，その定性的な傾向および湾曲部に起因

する2次流現象をよく再現している． 
図-9にはRun:A6における4つの断面の水路中央

B/η =0.5における横断方向流速 ηU の水深方向変化

に関して，実験値(Exp.)と計算値(Sim.)を図示した．

計算値は実験値よりもやや絶対値が小さい．これは

主流と2次流で流速分布を同様の関数で与えている

点および低次の差分スキームを用いたためと考え
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図-10 横断方向偏差流の縦断方向変化(Run:B1) 

られる． 
図-10にはRun:B1における底面での横断方向の偏

差流の大きさ η'u の縦断方向変化に関して，横断面

内での2地点( B/η = 0.16, 0.5)での実験値と計算値を

図示した．ただし，実験値は底面付近の η'u の最大

値を図示した． B/η =0.5の地点では，実験値・計算

値ともに，湾曲部内で縦断方向（θ 方向）に対して

η'u の変化は0～90°まで発達してピーク値を示し，

その後90～180°では減衰，180°以降では安定して

いる．このような計算結果は2次流の定常かつ発達

状態を仮定した既往の数値計算法では表現できな

いため，本計算法の有効性を示すものと考えられる． 
 
 
５．おわりに 
 
本研究では河川流の3次元的特性を考慮して，水

深方向の流速分布形を仮定し，既存の浅水流モデル

の枠組みへ適合させ，一般座標系へと拡張した数値

モデルを新たに構築した．また，270度の単湾曲流

に関して，その構築された数値モデルによる計算結

果とHicksらの実験結果を比較検討し，モデルの妥当

性について考察を行った．その結果，計算結果は主

流速および2次流分布ともに概ね実験結果を説明す

ることがわかった．特に，縦断方向の2次流の発達・

減衰プロセスを表現できる点で本計算法は実用上

有効であると考えられる．また，本計算法は流線湾

曲が生ずるような流域の流動予測に適用可能なた

め，柔軟性に富む計算法と言える．今後は，実用性

の観点から計算精度やモデル定数などを考慮して，

本計算法の適用性を検討していきたい． 
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