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This paper deals with a computational method to predict Bingham plastic fluids including solid particles.

This technique is based on MICS (Multiphase Incompressible flow solver with Collocated grid System).

A Bingham model is used to evaluate the average apparent plastic viscosity in each computational cell.

To confirm the validity of this method, it is applied to the flows in two parallel plates and around a fixed

cylinder in the uniform velocity. In addition, it is also applied to the fluids including a moving cylinder.

As a consequence this computational method allows us to predict the effect of the solid particles on the

Bingham plastic fluids accurately.
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1 はじめに

ビンガム塑性流体とは，速度勾配に起因する応力が，

ある降伏応力を超えたときに，ニュートン流体のよう

に流動し始める流体をいう．粘土，泥，フレッシュコ

ンクリート 1)2)3)4)や溶岩流 5)などがビンガム塑性流

体として研究されている．

コンクリート中の粗骨材や細骨材，泥中の岩石など，

ビンガム流体中の固形粒子は，流体の流動特性に大き

く影響を与えるとされている．このように，固形粒子

を含むビンガム流体の流れ場を適切にとらえることが

できる計算手法を確立する事は，広く流体が関係する

問題や水工学上の課題に対して非常に重要である．

このような背景から，本報ではニュートン流体にお

いて有用性が示された，多相流場に対する解法である

MICS (Multiphase Incompressible flow solver with
Collocated grid System) 6)7) を拡張し，ビンガム流

体を取り扱える手法を提案する．提案した手法を，平

行平板間流れ，固定円柱周り流れおよび流体中の円柱

の落下運動に適用し，その有用性を確認する．

2 数値解析手法

本報では，固体粒子を含むビンガム塑性流体を計算

対象とする．本手法の基本的な計算手順はMICSと同
じだが，ビンガムモデルを用いてセル内のせん断依存

粘度を設定し，応力項を評価する．

2.1 流体セルに対する物性値の設定

本報の計算手法では，はじめに固相と液相を区別せ

ず領域全体を計算する．その際に，次式を用いてセル

毎に異なる物性値を設定する．

ψ = (1.0 −
∑

Pk∈C

αk)ψf +
∑

Pk∈C

αkψpk (1)

ここで，αk は，セル C 内の粒子 Pk の体積割合，ψf

は流体の物性値，ψpk は粒子 Pk の物性値を表す．本

報では，セル内密度 ρとせん断依存粘度 ηを式 (1)に
より定める．粒子は剛体として扱うので，粒子領域の

粘性係数は 0とし，粒子運動の計算の後，粒子領域内
の速度を再度決定する．
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2.2 支配方程式

密度の空間分布は存在するが，連続相と分散相の体

積は不変であるため，次の非圧縮条件が成り立つ．

∂ui

∂xi
= 0 (2)

ここで，ui は xi 方向の流速成分である．運動方程式

として，ニュートン流体か，非ニュートン流体である

かに関係なく流体一般に成り立つ Cauchyの運動方程
式 8) を用いる．

ρ
(∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

)
= −ρδi2g − ∂p

∂xi
+
∂τij
∂xj

(3)

上式では，総和の縮約を用いている．ここで，uiは xi

方向の流速成分，pは圧力，gは重力加速度，τij は応

力テンソル τ の i, j成分である．また，x2は鉛直上方

を正に取っている．

非ニュートン流体においては，τij は次のように表す

ことができる．

τij = η(|γ̇|)γ̇ij (4)

ここで，η(|γ̇|)は見かけの粘度，またはせん断依存粘
度と呼ばれるものである．γ̇ij と Dij はせん断速度 γ̇

および変形速度テンソルDの i, j成分である．

γ̇ij = 2Dij =
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
(5)

また，テンソル γ̇ の大きさ |γ̇|は次式で定義される．

|γ̇| =

⎡
⎣1

2

∑
1≤i,j≤dim

γ2
ij

⎤
⎦

1/2

(6)

ここで dimは次元数を表す．η を一定の値とすると，

ニュートン流体と同等の取り扱いとなる．

2.3 ビンガムモデル

τij をビンガムモデルを用いて表した場合，次式の

ようになる．{
τij = τ0 + ηpγ̇ij |τ | ≥ τ0

γ̇ij = 0 |τ | < τ0
(7)

ここで，τ0はビンガム降伏値，ηpは塑性粘度，|τ |は応
力テンソルの大きさである．式 (7)は，応力がビンガ
ム降伏値 τ0以下では，流動に抵抗する構造ができ，τ0
を超えるとその構造が壊れてニュートン流体のように

流れることを意味する．式 (7)は関数が不連続である
ため，セル毎の η(|γ̇|)を求めるのが難しい．そのため
本報では，Papanastasiou 9)が近似した次式を用いた．

τij =
[
ηp +

τ0
|γ̇| (1 − e−m|γ̇|)

]
γ̇ij (8)

mは，応力成長指数 (stress growth exponent)と呼ば
れるもので，時間の次元を持つ．図-1は，ηp/τ0 = 1(s)
とした際の式 (7)と式 (8)を比較したものである．図-
1からわかるように，mが大きくなるにつれて近似精

度が上がっているのがわかる．しかし，数値計算をす

る際に，mに過大な値を用いると，時間刻み∆tを小
さくしなければ，計算が不安定 10)になる．本報では，

このためm = 1000(s)を計算に用いた．
式 (4)と式 (8) を比較すると次式の関係を導くこと

ができる．

η(|γ̇|) = ηp +
τ0
|γ̇| (1 − e−m|γ̇|) (9)

セル内にビンガム流体と粒子が混在する場合において，

セル内でのせん断依存粘度は，この値を用いて式 (1)
から求める．

図- 1 γ̇ と τ/τ0 の関係

2.4 離散化手法

有限体積法に基づき，式 (3)を空間方向に離散化す
る．変数配置は，コロケート格子に従うものとする．

移流項には 1次精度風上差分を用いるものとする．
応力項の評価をするために，式 (5)の右辺第 1項と

第 2 項をそれぞれセル境界で以下のように離散化す
る 11)．

∂ui

∂x1

∣∣∣
e
≈ ui(E) − ui(C)

∆x1
(10)

∂ui

∂x2

∣∣∣
e
≈ ui(ne) − ui(se)

∆x2
(11)

∂ui

∂x1

∣∣∣
n
≈ ui(ne) − ui(nw)

∆x1
(12)

∂ui

∂x2

∣∣∣
n
≈ ui(N) − ui(C)

∆x2
(13)



下添字は，それぞれ図-2に従うものとする．また格子

点上 se, ne, swでの値は，周りを囲むセルの中心で定
義された値から，単純平均をして求める．

C E

N

n

e

ne

se

nw

図- 2 格子配置

3 計算手法の検証

3.1 平行平板間流れ

まず，式 (8)の近似精度や応力項の離散化精度を確
認するため，平行平板間流れの解析を行う．計算領域

と座標系を図-3に示す．

H = 0.5(m)，L = 3.0(m)である．計算条件は，時
間刻み ∆t = 1.0 × 10−3(s) 流体の密度 ρ = 1.0 ×
103(kg/m3)，塑性粘度 ηp = 10.0(kg/ms) とし，t =
60(s)まで計算を行った．境界条件は，入り口では pin =
600(Pa)を与え，出口は自由流出条件，上壁と下壁は
ノンスリップ条件である．

この流れ場での理論解 8) は，次式のようになる．

0 ≤ y ≤ y0 : u =
1

2ηy

dp

dx
(L− yo)2 (14)

y0 < y ≤ H :

u =
1

2ηy

dp

dx
{L2 − y2 − 2y0(L− y)} (15)

この理論解は，y ≥ 0の場合についてのみ論じられて
いる．y < 0の場合の理論解は，y ≥ 0の場合の理論
解を x軸に対して対称に移動させたものである．

式 (14)と式 (15)の y0は，せん断応力と降伏応力が

つり合う点であり，次式で与えられる．

τ0 = y0
dp

dx
(16)

本計算条件では，y0 = 0.2(m)となった．

図-4は，降伏応力 τ0 = 0.0(Pa)と τ0 = 20.0(Pa)の
流下方向の流速分布について，計算結果を理論解と比

較したものである．計算結果は，理論解とよく一致し

ており，応力項は適切に評価されているといえる．

次に，計算の安定性についての考察を行う．図-5は，
時間刻み∆tと，計算結果と理論解の差の最大値の関
係を示したものである．τ0 = 0.0(Pa)としてニュート
ン流体と同等として扱った場合，∆t = 5.0 × 10−1(s)
まで計算が行えた．また，∆tの値にかかわりず，誤差
は 3.0× 10−3(m/s)程度であった．一方 τ0 = 20.0(Pa)
の場合は，図-5からもわかるとおり，非常に誤差が大
きくなっている．これは，図-1からもわかるように，

せん断依存粘度が，非常に大きな値を取る場合があり，

応力項に起因して計算が不安定になっているためと考

えられる．
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図- 3 平行平板間流れの計算領域

図- 4 理論解との比較



図- 5 時間刻み∆tと誤差の関係

3.2 固定円柱周りの流れ

セル内のせん断依存粘度が適切に評価されているこ

とを示すため，一様な流速 U = 1.0× 10−1(m/s)の流
体中に固定した円柱周りの流れを本手法を用いて解析

した．図-6に計算領域を示す．計算領域中での LとB

は，それぞれ 3.0m，2.4mである．セル数は，90×70で
ある．また，粒子は (Lc, B/2) = (1.2m, 1.2m)に固定
されており，その粒子径と密度は，D = 0.2(m)である．
粒子，流体の密度 ρl は，どちらも 1.0 × 103(kg/m3)，
流体の塑性粘度 ηp は，1.0(kg/ms)とした．本検証で
は，粒子レイノルズ数 Rep = DUρl/ηp = 20と固定
し，τ0を変化させたときの流況の違いを確認した．な

お，以下の説明で用いるビンガム数とは，次式で定義

される無次元量である．

Bn =
Dτ0
Uηp

(17)

図-7は，Bn = 10での降伏領域と非降伏領域を示
したものである．降伏領域，非降伏領域は次のように

判断する．

非降伏領域：|τ | =

⎡
⎣1

2

∑
1≤i,j≤dim

τ2
ij

⎤
⎦

1/2

≤ τ0 (18)

降伏領域：|τ | > τ0 (19)

この図から，粒子の前後で，流動に抵抗する組織構造

が破壊されることがわかる．また，ビンガム数が増加

すると，降伏領域が小さくなる．

図-8は，流れ場が定常になった時の粒子背後の流線
の様子を示している．ビンガム数が大きくなるにつれ

て，粒子背後の渦が小さくなり，Bn = 1.0で粒子背
後の渦が確認できなくなっている．

図-9は，抗力係数 Cdとビンガム数Bn = Dτ0/Uηp

の関係を示したものである．図中では，本計算手法で

得られた結果と，変分法 (variational approach)，す
べり線解析 (slip-line analysis)，最大原理 (maximam
principle)によりAdachi and Yoshioka 12)が示した近

似解と比較している．本計算手法で求めた結果は，す

べり線解法による近似解と，特に Bn ≥ 10の領域で
非常によく一致している．このことから，セル内のせ

ん断依存粘度を用いて評価した応力項は，妥当に取り

扱われていると考えられる．

なお，ビンガム数が大きくなるにつれ，抗力係数が

大きくなっているが，これはせん断依存粘度が大きく

なっているために，速度勾配に起因する応力が大きく

なっているためであると考えられる．

U
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x

図- 6 固定円柱周り流れの計算領域

(a)Bn=10 (b)Bn=50

図- 7 降伏領域 (赤)と非降伏領域 (白)



(a)Bn = 0

(b)Bn = 0.1

(c)Bn = 1

(d)Bn = 10

図- 8 粒子背後の流線

図- 9 抗力係数 Cd とビンガム数 Bn の関係

3.3 円柱の落下運動

ニュートン流体とビンガム流体内での，固体粒子の挙

動の違いを確認するために，図-10に示すような容器の
中で，円柱を自由落下させた．図中のH，Bはそれぞ

れ 1.0m，0.4mである．計算格子数は，30×80である．
直径 D = 0.2(m)の円柱を，(B,Lc) = (0.2m, 0.85m)
から落下させた．円柱の密度 ρp は，1.2kg/m3 とし，

流体の密度 ρl と塑性粘度 ηp は，それぞれ 1.0kg/m3，

1.0kg/msとする．
図-11は，τ0 = 0.0(Pa)として，ニュートン流体と

して扱った場合と，τ0 = 1.0(Pa) としてビンガム流
体とした場合の，流速ベクトル及び渦度のコンター図

を示したものである．図から τ0 = 1.0(Pa)の場合は，
ニュートン流体の場合と比べて円柱の落下速度が明ら

かに遅く，また渦の発達が抑制されていることがわか

る．これは，ニュートン流体の場合と比較すると，ビ

ンガム流体の応力項が卓越しているためであると考え

られる．

D

B B

H

Lc

図- 10 流体中の円柱落下計算領域

4 終わりに

本報では，ニュートン流体で有用性が示されていた

MICSに基づき，ビンガム塑性流体の計算を可能とす
る手法を提案した．ビンガムモデルに Papanastasiou
が提案した近似を用いてセル内でのせん断依存粘度を

計算することにより，運動方程式の応力項を評価した．

検証例として，平行平板間流れと一様流中に固定し

た粒子周辺の流れ場，および落下する円柱の運動を解

析した．平行平板間流れでは，Papanastasiouの提案
した近似および離散化の精度と数値安定性を確認した．

固定した粒子周辺の流れ場の解析では，セル内のせん

断依存粘度の妥当性が示された．落下する円柱の運動

の検証では，ニュートン流体とビンガム流体を比較し，

円柱の落下運動の過程において異なる流況が生ずるこ



とが解析できた．この結果，応力項は適切に評価され

ていることが示され，ビンガム流体を計算対象とした

本手法の有用性が確認された．

(a)t = 1.0(s)

(b)t = 2.0(s)

(c)t = 3.0(s)

図- 11 流速ベクトルと渦度 (左 τ0 = 0.0(Pa)，右

τ0 = 1.0(Pa))
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