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トンネルや斜面などの岩盤構造物の設計には岩盤全体の強度が必要となるが，不連続面のある岩盤の強度を求
めるのは簡単ではない．そこで本研究では均質化理論に基づいて，供試体試験で求めた岩石の材料定数から不
連続面のある岩盤の破壊強度を求める数値解析手法を提案する．主双対剛塑性有限要素法 (Primal Dual Rigid

Plastic Finite Element Method:PDRPFEM)2)をマルチスケール解析に組み込むことで岩盤全体の強度を求め
る新たな手法を構築し，その後試験に行われた実験の結果との比較を通じて解析手法の妥当性を検討する．

Key Words : multi-scale analysis, primal-dual rigid-plastic finite element analysis, continuum weak
model

1. はじめに

岩盤は節理，断層，層理などの大規模の不連続面だけ

でなく片理，葉理などの肉眼で見えない微細亀裂の不

連続面が存在し，このような無数の不連続面は岩盤の

強度に影響を与える．本研究では，均質化理論に基づ

き，規則的な不連続面のある微視構造の極限荷重解析

から岩盤全体の破壊強度を求める方法を提案する．ま

た，提案された手法を実際に行った試験の結果との比

較を通し，その妥当性を検討する．

2. マルチスケール解析の構造

(1) マルチスケール境界値問題

図–1上に示すように，材料の内部に亀裂が規則的に

分布する非均質な構造体の境界値問題を想定する．構

造体 Ωは境界 ∂Ωu で固定支持され，境界 ∂Ωt に表面

力 t
ϵ
i が，Ω全体には体積力 f ϵ

i が作用している．こうし

た構造体 Ωの全体構造のマクロ境界値問題は，以下の
方程式群で記述される．

（静的可容応力場）

∂Σij(x)
∂xj

+ Fi = 0 in Ω (1)

Fi(x) = 〈f ϵ
i 〉 (2)

Σijnj = ti on ∂Ωt (3)

（運動学的可容変位場）

Eij(x) =
1
2

(
∂u0

i (x)
∂xj

+
∂u0

j(x)
∂xi

)
in Ω (4)

u0
i = ui on ∂Ωu (5)

ここで，u0
i (x)はマクロ変位，Eij(x)はマクロひずみ，

Σij(x)はマクロ応力を示す．また，式中の 〈f ϵ
i 〉 は，以

下に示すユニットセル内での平均演算を示す．

〈f ϵ
i 〉 =

1
|Y |

∫
Y

f ϵ
i (x, y)dy (6)

ここで注目すべきことは，式 (1)-(4)のマクロ境界値問
題にマクロ応力とマクロひずみの構成関係式が無いこ

とである．これは，マクロ応力とマクロひずみの構成

関係が後述するマクロ境界値問題とミクロ境界値問題

の連成によりユニットセルの応答の結果として与えら

れるためである．一方微視構造の境界値問題は，以下

の方程式群で記述される．

（静的可容応力場）
∂σϵ

ij

∂xj
+ f ϵ

i = 0 in Ω (7)

σϵ
ijnj = t

ϵ
i on ∂Ωt (8)

（運動学的可容変位場）

εϵ
ij =

1
2

(
∂uϵ

i

∂xj
+

∂uϵ
j

∂xi

)
in Ω (9)

uϵ
i = ui on ∂Ωu (10)

（構成式）

σϵ
ij = Fij(εϵ

kl) (11)
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図–1 2つのスケール変数の導入による全体構造と微視構造
の分離

ユニットセル内の変位場wi(x, y)は，以下で記述される．

wi(x, y) = Eij(x)yj + u1
i (x, y) (12)

ここで，右辺第１項 Eij(x)yj は，強制的に一様ひずみ

Eij(x)が与えられた際のユニットセルの一様変形を示
し，第２項 u1

i (x, y) は，ユニットセルの周期構造を反
映した周期変位（擾乱変位）を表す．ただし，この周期

変位 u1
i (x, y)には，ユニットセルを単位周期とする周

期構造の反映として，yに関する周期性

u1
i (x, y) = u1

i (x, y + Y ) on ∂Y (13)

が境界条件として課される．

(2) ミクロスケールの極限荷重解析の定式化

前述のマクロスケールで与えられたマクロひずみか

ら得られたミクロ応力から極限荷重解析を行うことで

微視構造の破壊強度を求めることができる．ここでは

極限解析の定式化を行う．

極限解析ではある荷重系を所与の条件として，「与え

られた荷重系が何倍の大きさ（荷重係数）になると塑

性崩壊が生じるか」という問題が取り扱われる．この

塑性崩壊を材料の破壊と定義し，極限解析をミクロ境

界値問題に適用すると，「与えられたマクロひずみが何

倍の大きさ（荷重係数）になると微視構造のユニット

セル Y で塑性崩壊（破壊）が生じるか」という問題を

取り扱うことになる．つまり，荷重係数 αにおけるマ

クロひずみ αEij を所与の条件とし，微視構造が破壊に

至る極限状態でのミクロ応力 σ∗
ij を求め，荷重係数の最

適解 α∗を得るということである．この極限解析には上

界法と下界法があり，この研究では上界法と下界法の

両方を使う主双対内点法を用いる．前節で述べたミク

ロ境界値問題の運動学的可容変位場式（(12)）より，マ
クロひずみ Eij が一定の条件下でユニットセル内の速

度場 ẇi は次式で得られる．

ẇi = (Ėik(x)yk) + u̇1
i (x, y)

= Ċ(Ė0
ik(x)yk) + u̇1

i (x, y)
(14)

したがって，ユニットセル内の塑性ひずみ速度場 ε̇p
ij は

以下のように得られる．

ε̇p
ij =

1
2

(
∂ẇi

∂yj
+

∂ẇj

∂yi

)
= Ėij +

1
2

(
∂u̇i

∂yj
+

∂u̇j

∂yi

) (15)

この式を書き直すと

ε̇p = Ė + ε̇(u̇)

= ĊĖ0 + ε̇(u̇) in Y
(16)

のようになるが，このことからユニットセル内の塑性ひ

ずみは，一様変形によるマクロひずみ Ėと周期境界条

件の擾乱変位による周期ひずみ ε̇(u̇)で構成されている
ことが分かる．式 (16)の Ė0 はマクロスケールから引

き継いだマクロひずみ速度の初期値で，Ċ はそのマク

ロひずみ速度の大きさを表す定数である．以上述べた

ようにマクロひずみは微視構造の極限解析を行う際に

影響を与える．それを踏まえて主双対内点法の目的関

数および制約条件を整理すると以下の式 (18)-(24)で記
述される．式 (18)-(20)は下界定理の制約条件であり，
上から順に応力の架空弾性応力 σeと残差応力 σr の和

表現，残差応力 σrの自己つり合い式ならびに非負のス

ラック変数を用いた降伏条件式である．式 (21)-(23)は
上界定理の制約条件であり，上から順に塑性ひずみ速

度 ε̇pと架空弾性応力 σeが成す，大きさが 1に正規化
された外部消散仕事率，B マトリックスを用いた塑性

ひずみ速度 ε̇pと節点速度 u̇の変形の離散化式，および

関連流れ則である．式 (24)は，双対ギャップ（相補性
条件）であり，これらの条件を満たしながら双対ギャッ

プが零となる最適解 α∗ を求める．



maximize α (17)

subject to

σ = ασe + σr (18)

B′T σr = 0 (19)

NT (ασe + σr) + s = R, s ≥ 0 (20)

1 − ε̇p · σe = 0 (21)

Bu̇ − ε̇p = − Ė0

Ė0 · σe
(22)

ε̇p −
∑

i

λi
∂fi

∂σ
= 0, λ ≥ 0 (23)∑

i

λisi = 0 (24)

以上のような手法を用いて様々な方向のマクロひず

みから得られるマクロ破壊応力Σ∗から巨視的破壊基準

を求め，マクロスケールの強度評価を行った．

3. 解析手法の強度評価の検証

ここでは，開発手法において重要な役割を担う微視

構造における極限解析アルゴリズムを検証する．本手

法の新規性は，微視構造の破壊強度を考慮するため，周

期境界を持つユニットセルに対し主双対極限解析を導

入したことである．そこで，ユニットセルの境界値問

題に着目して，マクロひずみを任意に与えた際のユニッ

トセルの性能について検証を行う．

(1) 健全な構造モデルを用いた場合

まず，不連続面を持たない健全なマクロ構造モデルお

よびユニットセルモデルにおいて得られる破壊強度の

検証を行う．この時，材料物性値は表–1のようで，ユ

ニットセル解析では次のマクロひずみを与えた．

E =

[
0 0
0 −1

]
検証の方法は 図–2(a)に示すような要素分割数が 100
と 400のマクロ構造モデルとユニットセルモデルを用
いて解析を行い，表–1に示した一軸圧縮強さと比較す

る．図–2(b)に解析結果を示す．図から，実験値，マク

ロ構造に対する極限解析結果，ユニットセルから得ら

れるマクロ応力ともに非常に近い値を示しているのが

分かる．したがって，本解析手法は健全な材料におい

ては，要素分割数に依存せずマクロ構造に対してもユ

ニットセルに対しても十分に正しい結果が得られると

言える．

表–1 健全なモデルの解析に用いた基質部の材料物性値

一軸圧縮強さ 21.4 MPa

ヤング率 3650 MPa

ポアソン比 0.16

粘着力 3.26 MPa

内部摩擦角 56.3°

0

5

10

15

20

25

一
軸
圧
縮
強
度
 (
M
P
a
)

マクロ構造モデル ユニットセルモデル

マクロ構造モデル

（要素数 400 の例）

(a) 健全な構造モデル

(b) 健全な構造モデルにおける解析結果
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図–2 健全な構造モデルとその解析結果

(2) 不連続面を有するモデルの要素分割依存性の検証

次に，弱層部を含んだ同じ構造を持つユニットセル

において，要素分割数が異なる場合についての計算手法

の検証を行う．検証の方法は，大きさ 10mm×10mm
の同じ構造を持つユニットセルに，要素分割数を

16, 64, 144, 256, 400, 576, 784, 1024 と変えて解析を行
い，得られる最大荷重係数 αの要素分割依存性を調べ

る．その際，基質部の材料物性値は表–2のようで，不連

続面は，ヤング率がE = 1.0MPa，ポアソン比が ν = 0.0
の柔らかい等方弾性体とした．これらのユニットセル

は，要素分割数を除いて解析条件は同じである．なお，

解析では次のマクロひずみを与えた．図–3はユニット

セルモデルの要素数が 16と 1024の場合を示している．

E =

[
1 1
1 0

]
× 10−2



16 要素

基質部の要素 弱層部の要素

1024 要素

図–3 要素分割数が異なるユニットセルモデル

荷
重
係
数
 α

要素分割数

16要素
64要素

144 要素

Maximum von-Mises Stress (MPa)

0.00030 0.8

400 要素
256 要素

576 要素

1024 要素784 要素

図–4 要素分割数が異なるユニットセルモデルの解析結果

図–4には，要素分割数と解析から得られた最大の荷重

係数 αの関係，およびユニットセルの最大 von-Mises
応力分布を示す．図から，要素分割数が 200を超える
と荷重係数の収束傾向がなだらかになっているのが確

認できる．得に，要素分割数が 400を超えると荷重係
数は収束してからまた要素数が増えることにつれて収

束が悪くなることが分かる．また von-Mises応力分布
を見ると，要素分割数が大きくなるにつれ基質部の要

素の応力負担が小さくなっている傾向が見て取れるが，

これも要素分割数が 400前後からほぼ変化していない．
このことから微視構造に対する極限解析は要素数 400
を基準として解析を行うと解析の適用性を保ちながら

時間的に合理的で解析できると言える．

(3) 不連続面を有する石膏供試体の強度特性評価

次は本手法を用いて得られる巨視的強度特性を検証

するために，一軸圧縮試験の数値シミュレーションを行

基質部

弱層部

図–5 石膏供試体の解析に用いたユニットセルモデル

PnPn

70 mm

1
4
0
 m
m

θ

(a) 不連続面を配置した石膏供試体

の一軸圧縮試験

(b) 一軸圧縮試験を表現した

有限要素モデル

図–6 一軸圧縮試験とそれをモデル化した有限要素モデル

表–2 一軸圧縮試験の解析に用いた基質部の材料物性値

一軸圧縮強さ 13.6 MPa

ヤング率 3040 MPa

ポアソン比 0.12

粘着力 2.82 MPa

内部摩擦角 45°

い，試験結果との比較・検討を行う．解析では，図–5に

示すような不連続面（弱層モデル）を組み込んだユニッ

トセルを用いた．このとき，ユニットセルの不連続面

には小早川・京谷3)が提案した弱層モデルを用いた．こ

のモデルは，不連続面を含んだ岩盤を，亀裂のかみ合わ

せによる効果を持つ弱層を含んだ岩盤と置き換えて考

えたモデルである まず，図–6(a)に示すような規則的

な不連続面を有する石膏供試体の一軸圧縮試験の数値

シミュレーションを行う．この試験は，不連続面の角

度 θの違いによる一軸圧縮強さ Pnの変化を調べる目的
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解析１

解析２

解析３

図–7 不連続面の角度による一軸圧縮強さの変化

で行われた．基質部に表–2の材料物性値を持つユニッ

トセルから得られた巨視的破壊基準を用いて，一軸圧

縮試験をモデル化した図–6(b)の有限要素モデルに対

し極限荷重解析を行う．

図–7に試験結果と数値解析結果を示す．ここで，本

手法の特徴である微視構造に対する極限解析の影響を

見るために，不連続面をかみ合わせを考慮しない弱いま

まの弱層とした解析 1，およびかみ合わせにより剛性上
昇する弱層モデルを組み込んだ解析 2と解析 3を行っ
た． 解析 2は徐々に剛性が増加する弱層モデル，解析
3は解析２より剛性の上昇率が強くなる弱層モデルを想

STRENGTH EVALUATION OF DISCONTINUUM ROCK MASS

BY MULTISCALE PRIMAL-DUAL LIMIT LOAD ANALYSIS

Ja Hyea JUNG, Takashi KYOYA

A numerical method for strength evaluation of discontinuous rock mass is proposed based on
the multi-scale analysis. Discontinuities are treated in the micro-scale problem of the multi-scale
analysis. Each of discontinuities is idealized a thin layer that is composed of nonlinear hardening
material, and is modeled by an ordinary solid type finite elements. Strength of the rock mass
is evaluated by limit average stress at which the unit cell collapses. The limit value of stress is
predicted by a limit load FE analysis based on the primal-dual formulation. Proposed numerical
method is well simulated the feature of strength characteristic of the cracked rock mass.

定した．図–7の試験結果は不連続面の角度が大きくな

るのにつれて，一軸圧縮強さが増加するが，すべての

数値解析の結果から試験と一致した傾向を表している

のが見取れる．ただし解析 2は，不連続面の角度が 0°
と 22.5°の場合には試験に近い強度が得られたが，そ
の以外は解析 1と同じのように過少評価された．一方
弱層の剛性上昇率が強くなる解析 3は試験結果より強
度が過大評価されたことが分かる．

4. おわりに

本研究では不連続性岩盤に対する強度特性評価法と

して，岩盤の内部微視構造を構成するユニットセルに

対する極限解析法の定式化を行い，それを組み込んだ

岩盤の強度評価法を提案した．そして，解析例を通し

てその適用性を検証することで，微視構造に対して極

限解析を行うことで不連続性材料の強度評価が可能に

なると考えられる．
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