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潮位は低いという傾向が見られる．このような場合，時刻

x1（=（ ~x1－1940）/39，西暦 ~x1年）とSOIの値 x2が共変量と

なりうる．このデータをもとに，Coles（2001）は，非定常な

極値モデルの構築法とモデル選択の議論をしている．

レベル yを超える外力の来襲する単位時間あたりの頻

度を表すため，次式に示す生起強度が用いられる．

…………………（1）

ここで，定数θ =（µ，σ，ξ）をそれぞれ年最大潮位分布の
位置，尺度および形状母数とすれば，式（1）は，レベルy

を超える潮位の年平均回数を表す．λ（µ；θ）=1となるので，

潮位µは，年平均1回を超える潮位レベルに相当する．そ

の潮位µを共変量xjに関連づけて，
………………（2）

とモデル化できる．第4項目は，Coles（2001）では検討さ

れていない交互作用項である．図-1（c）は，79年間を重

なりを含めて6期間に分割し，各々の期間における潮位

とSOIの関係を示したものである．後半 3期間（上段）

では，潮位とSOIの関係が見られるのに対し，前半3期

間（下段）では，潮位とSOIの関係が明確ではない．こ

れは，交互作用項の有無により検討できる．さらに，尺

度母数や形状母数も同様に，共変量を関連づけたモデル

化も可能である．ここでは，
…………………………（3）

…………………………………………（4）

とする．式（1）で生起強度が与えられる点過程モデルと

して，最尤法により母数を推定できる．モデルの選択に

あたっては，図-2に示すとおり，AICを最小化する最適

モデル（M4）の係数は，次のとおりである．

…………（5）

気象指数を共変量とする水域外力の極値モデルに
対する外れ値の感度分析

Sensivity for Outliers of Sea Extremes with the Time and Climate Index Covariates
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Sea extremes (annual maximum sea levels, significant wave heights over a certain threshold, etc) will be modelled with a
temporal trend, and they may be also governed by the climate factors, e.g. Southern Oscillation Index (SOI).  The fitting
becomes better in general when any explanatory variable is added in the regression model.  The sensitivity for the
residuals should be examined to avoid the over-fitting.  The outliers detection for extreme values can be firstly discussed
by the degree of experience, which we proposed in the previous study.  It will conduct to the robustness of estimation.
The judgements for the removal of outliers are demonstrated in a diagram of leverage and residual of extremes.

1. まえがき

波高や潮位などの自然外力の極値の傾向が変化しつつ

ある可能性は，近年注視されている．その経年変化に加

え，南方振動指数（SOI）や北極振動（AOI）などのより

具体的な気象指数も変数として組み込めば，モデルへの

当てはまりは良くなることは予想できる．しかしながら，

過剰なフィッティングを避けるために，残差解析が必要

となる．残差は，純粋な確率変動量と共変量の変動性に

伴う量の2つに影響を受ける．特に，時間変数と気象指

数のように複数の共変量を用いる場合には，単純なデー

タの図示による直感的な考察をするだけでは判断を誤る

可能性が非常に大きい．

従来の極値解析法では，母数推定の後，モデルへの適

合診断が検討されるのみである．本研究では，複数の共

変量をもつ極値モデルからの外れ値を検出し，モデルの

母数推定に際して，その外れ値を棄却すべきか（あるい

は，容認してよいか）という判断を与える感度分析を導

入するものである．このような検討は，希少頻度で生起

するメガリスクの検討にこそ必要とされるロバスト（頑

健）性の議論に不可欠と考える．

2. 複数の共変量を伴う極値モデル

図-1（a）は，年最大潮位（Fremantle港，豪州西岸）の時系

列である．1901-1979年の79年間のデータを用いる（ただ

し，欠測のため，標本サイズは72）．図中の直線に示すよ

うな経年トレンドが想起される．また，図-1（b）は，同じ

年最大潮位資料を南方振動指数（SOI）に対して表示して

おり，SOIが正の場合，年最大潮位が大きく，負の場合に
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モデルへの適合診断の1つとして，QQプロットが用い

られる．モデルの分位点（quantile）に対して，バラツキ

を伴うものの，データがほぼ一直線上に並んでいること

を期待するものである．共変量を条件とする年最大潮位

yiが一般化極値分布に従う時，生起強度λ（yi；θ）が標準指
数分布に従う．そのため，年最大潮位を降順に並び替え

た順序統計量y（i）に対して，次式で表される点を図示する

ことにより，QQプロットが描ける．

……………（6）

なお，Coles（2001）では，－ logλ（yi；θ）が標準ガンベル
分布に従うことを利用して，QQプロットを描いている．

図-3を見るとおり，モデルへの適合が良好である．他の

適合診断法として，次式の点を図示することによる PP

プロットも知られる（図示は割愛する）．

……………（7）

年平均1回を超えるレベルµiに対して，1/λ（yi；
^θ）の確

率変動（後に示すとおり，これは再現期間に相当する）

が均質であることも診断の1つとなる（図-4参照）．

Coles（2001）およびBeirlantら（2004）をはじめとして，

極値解析手法を論じた既往の研究では，最適モデルの採

択後，QQおよびPPプロットによる適合診断で終始して

おり，個々のデータがモデルに及ぼす影響を検討する感

度分析は，これまで一切議論されていないのが現状であ

る．感度分析の観点から考えれば，例えば，図-1（b）に

て，SOIが大きい（小さい）値となる時，平年値を下

（上）回る年最大潮位が出現していない現状が偶然によ

るものかもしれない．SOIの絶対値が大きくなる頻度が

少ないにも関わらず，得られる推定結果を信頼できるか

否かを判断することである．

3. 共変量を伴う極値に対する経験度

（1）生起強度と経験度

あるレベルを超える外力の平均生起間隔を再現期間と

定義するなら，再現期間R年の確率外力yRは，次式の関

係を満たす．

……………………………………（8）

この時，ポアソン分布と共役となるガンマ分布の形状母

数が，生起強度の推定量
＾
λ（= λ（yR；

＾θ）を算出する際の実
質的な標本サイズに相当することを利用して，北野ら

（2008）は経験度という概念を導入した．その結果，生

起強度の変動係数Cを用いて，経験度Kは

………………………（9）

と与えられる．このように非常に単純な表現となること

も，経験度の特徴の1つと言える．経験度を具体的に算

出するため，デルタ法により，生起強度の誤差分散を母

数の誤差分散Vθで変換して，

………（10）

と変形する．ここで，∇は母数による微分を表し，∇'は

その転置ベクトルである．

（2）共変量による母数が変化する場合の経験度

式（5）で採択されたモデル，すなわち，位置母数のみを共

変量でモデル化する場合には，母数とその微分は，

…………………………（11）

………（12）

となる．この時，共変量に係る母数βjを除いた母数ベク

トルおよび微分ベクトルをそれぞれ，θ0および∇0と記す．

また，母数の誤差分散は，フィッシャーの期待情報行列

から与えられるものとして，Vθ および Vθ0
と記す（後者

は，母数θ0のみの誤差分散行列）．

式（10）の θに θ0を形式的に代入して得られる経験度

（これを狭義の経験度とよぶ）は，

………（13）

となる．q（λ）は，生起頻度λのみならず，形状母数ξ0お

よび標本サイズN（この場合，年数）にも依存する．例
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（a）時系列表示 （b）気象指数による表示 （c）共変量の分割による表示

図-1 豪州西岸の潮位データ（既往最大1~3位のデータに番号を付し，SOIの絶対値が大きい点も塗りつぶしてある）



えば，ガンベル分布（ξ0 = 0）に従う年最大値データを扱

う場合であれば，次式のように得られる．

………………（14）

式（13）で与えられる経験度K0は，共変量による変化を

伴わない．したがって，モデルに対する残差成分，この

場合，極値分布による（純粋な）確率変動である．

次に，式（10）を変形すれば，次式が一般的に成り立つ．

………………………（15）

ここで，平均値ベクトル－x および行列S

………………………………（16）

………………（17）

を用いて，次式で表される量を用いている．

……………（18）

判別分析では，集団の中心－x からデータx1の乖離量を

………………………（19）

と表されるマハラノビス距離で計る．さらに，回帰分析

において，個々のデータが回帰モデルに及ぼす影響を検

討する際に，次式で表されるてこ比が用いられる．

…………………………（20）

なお，てこ比がとりうる範囲は［1/N，1］である．

式（13），（15）および（20）の表現の類似性から，経験度は，

てこ比の拡張であり，標本サイズに類するものであること

が確認できる．さらに，以下のように整理できる．

………………………（21）

これにより，共変量を伴う極値モデルに対する経験度は，

確率変動による狭義の経験度K0と共変量による変動量を

表すてこ比hiiに分解できることが明確になる．

（3）回帰分析における感度分析との関係

この節で扱う回帰モデルとは，pを母数の数として，

………（22）

で表される．このような回帰モデルにデータを当てはめ

る際には，母数推定に影響を与える外れ値を検出し，外

れ値を除去した上で，改めて母数推定をすべきである．

推定された回帰直線から個々のデータが乖離しているこ

とは，残差から判断できる．ただし，推定される残差e

は一様ではないので，基準化された残差 rを用いる必要

がある．一方，外れ値が回帰直線を引っ張って，見当違

いの母数推定を行っているような場合には，外れ値の残

差は，それほど大きくならない．そのため，残差のみに

よる外れ値の検出は良くないので，Cook（1977）は，外れ

値の候補となるデータxiを除いて得られる推定量 y^（i）に

対して，除かずに（全てのデータを用いて）得られる推

定量 y^との差分を検討することにより，感度分析ができ

ることを示している．すなわち，

……………（23）

を外れ値を検出する指標として提案している．さらに，

……………………（24）

と表される規準化残差を用いれば，式（23）のクックの距

離を次式のように書き換えることができる．

……………………………（25）

以上の結果として，推定された回帰モデルに対する規

準化された残差 ri
2と共変量によるてこ比hiiの2項に分解

されることがわかる．単純な例として，ほ乳類の脳の重

さzを，体重wで説明する回帰モデル

…………………（26）

を考える．図-5には，てこ比hiiを横軸に，規準化された

残差 ri
2を縦軸にとり，クックの距離CDiの等高線図を描

いたものである．回帰モデルに対して，このような図示

法はRLプロットとよばれている（渋谷・柴田，1992）．

てこ比の大きなアフリカ象やアジア象は，共変量（この

場合，体重）が大きく外れているため，回帰係数の推定

に対する影響力が大きく，ヒトやオポッサムは，モデル

に対する当てはまりが悪い（残差が大きい）．クックの
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図-4 確率変動の均質性図-2 モデル選択 図-3 確率変動の適合性



距離が大きな値（> Fp,N－p,0.5 ≈ 1）をとる外れ値は，除去

されるべきと考える（Gross，2003）が，この場合は，該

当する外れ値は無い．

極値モデルに対する感度分析も，あるデータを除いて

得られる推定値と除かずに（全てのデータを用いて）得

られる推定量の差分を考えるべきであろう．しかし，正

規モデルとは異なり，極値モデルに対して，そのような

正攻法が功を奏するとは考えにくい．むしろ，式（21）を

見るとおり，既に，極値モデルに対する確率変動量（残

差）K0と共変量によるてこ比hiiの2項に，経験度が分解

されている．これは，残差とてこ比の2項に，クックの

距離が分解されることに対応している．その結果として，

極値解析の外れ値に対する感度分析に，式（21）を応用し

ようという考えである．ただし，式（21）は，観測データ

から推定された量から導かれた関係式ではなく，母数の

誤差分散は，真値まわりに展開した理論的に得られるフ

ィッシャーの期待情報行列から得たものである．すなわ

ち，有限のデータの総和から求めたものではなく，数学

的な極限操作である積分により求めている．観測データ

に対しては，最尤推定の計算過程で得られる観測情報行

列を用いて，母数の誤差分散
^

Vθおよび
^

Vθ0
を求め，式（10）

のように変換すれば，観測潮位 yiに対する経験度 K（yi）

および狭義の経験度 K0（yi）を算出することができる．し

かし，残念ながら，極値分布が指数分布族でないことか

ら，式（21）に示される関係は厳密には成立せず，近似的

になることに注意を要する．

図-6では，経験度 K（yi）（白丸）に対して，狭義の経験

度 K0（yi）とてこ比から，式（21）を用いて近似的に算出し

たもの（薄灰色の点）である．また，線分で繋いだ点は，

定常モデルで当てはめて算出した経験度である．共変量

を考慮したモデルでは，同じ潮位でも確率変動量が同じ

ではないので，経験度は異なる値をとる．

4. 年最大潮位モデルに対する外れ値の感度分析

図-7は，経年および気象指標による変動量を表すてこ

比hiiの逆数を縦軸に，極値変動のみによる狭義の経験度

K0（yi）を横軸にとり，観測データをプロットしている．

なお，本研究の興味の対象となる経験度 K（yi）には，そ

の値を添えている．また，式（21）で表される（理論値と

して得られる）経験度Kの等高線も描いており，経験度

K（yi）の値は等高線の示す値から若干異なるが，近似は

良好といえる．

図-8は，潮位に対する狭義の経験度およびてこ比を示

している．図-7だけでは，潮位との関係が不明になるの

で，このような補助図が必要となる．また，図-7および

図-8において，塗りつぶしてある点は，潮位が既往最大

1～3位の点と，SOIの値が平均値から標準偏差の2倍以

上に乖離する点を示しており，これらの点を外れ値の候

補と考え，以下に議論する（図-1も参照，それらの点は，

同様に塗りつぶしてある）．

経験度が K＜2となるデータを外れ値と考える．ただ

し，無条件に，外れ値を除外すべき異常値と考えてはい

けない．条件によって，2つの選択肢がある．北野ら

（2008）で述べるとおり，経験度は，推定に係る実質的な

標本サイズを意味するので，その限界値を2としている．

狭義の経験度が K0＜2となるため，経験度も K＜2とな

っている場合は，極値変動が大きく乖離している（その

データに対して推定される再現期間は長い）ため，その

推定値を信頼できないと考える．すなわち，その外れ値

に対する必要な情報が不足しており，判断を保留する．

したがって，モデルの母数を推定する際には，その外れ

値も含める．しかし，その母数推定の結果を用いて，そ

の外れ値に対して推定される内容を保留するのである．

もちろん，外れ値以外の（経験度が十分に大きな）デー

タに関する推定結果は利用できる．その一方で，てこ比

が大きいために，経験度が K＜2となるものは，共変量

144 土木学会論文集B2（海岸工学），Vol. 66，No.1，2010

図-5 てこ比と残差に分解されるクックの距離 図-6 潮位データ（Fremantle 港）に対する経験度の算出



が外れ値となり，乖離していることが原因である．その

ため，共変量が同等な値をとる観測数を増やすことがで

きれば，てこ比を減少できる．しかし，自然外力の観測

は，“共変量を制御できる実験”ではないので，それは

困難であろう．現実的には，このような外れ値を除外し

て，改めて母数推定を行うべきである．

図-7および図-8（下）を見るとおり，SOIの値が乖離

しているデータは，てこ比が大きい．経験度と同じよう

に，てこ比の逆数の限界値を2（これは，てこ比の限界

値を0.5とする Huber（1981）の条件に相当）とすると，ど

のデータも外れ値とはならない．しかし，てこ比の限界

値を2p/Nとする条件（例えば，Gross（2003）を参照）を

採用すれば，SOIの絶対値が大きな2つのデータと潮位

が既往第2位のデータのてこ比が 1/hii＜12.0となる．し

かしながら，経験度は K＞2であるので，除去すべき外

れ値とはならない．したがって，SOIの絶対値が大きい

データは疎であるが，SOIの変化による潮位の変化の傾

向を求めるために使用してよいことがわかる．また，潮

位の既往最大値の経験度は K＜2であるが，てこ比はそ

れ程大きくない（てこ比の逆数は小さくない）．潮位の

既往最大値も，除去すべき外れ値とはならない．しかし，

狭義の経験度は K0＜2となるので，このデータに対する

推定結果（例えば，図-4を見るとおり，100年にも満た

ない観測期間に対して，既往最大潮位の再現期間は 500

年を超えている）についての判断を保留する．すなわち，

既往最大値の再現期間は推定不能と判断せざるを得な

い．しかし，モデルの母数推定には，既往最大値を使用

する（除外しない）．

5. まとめ

現時点の観測資料に，水域外力の極値モデルが過剰に

適合することは，将来の観測データに対してロバストで

ない．できる限り長期的に堅牢な防災施設計画を行う基

礎資料として，経験度を応用すれば，推定結果に対する

個々のデータの感度分析も可能であることを示した．
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