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2. 各種分布関数のL-momentsと母数推定式

波浪の極値統計では複数の分布関数を標本にあては

め，適合度が最も良いものを対象地点の高波の母分布関

数と見なすのが通例である．本論文では，一般化極値分

布（GEV），一般化パレート分布（GPA），およびワイブ

ル分布の3種類の3母数型分布関数を取り上げる．GEV

分布は極値 I型と II型を含んでおり，GPAおよびワイブ

ル分布は指数分布を包含している．Hosking・Wallis

（1997）は4母数型および5母数型分布も扱っているが，

今回は3母数型に限定して検討を進めた．なお，GPA分

布については北野ほか（2002）が高波に適用した事例が

ある．

対象とした 3種類の分布関数の関数形，極値の範囲，

L-skewness（τ3）とL-kurtosis（τ4）の推定式を表-1，母数

推定式を表-2にまとめて示す．また，τ4とτ3の関係を図-

1に示す．これらの推定式のうち，GEV・GPA分布は

Hosking・Wallis（1997）に記載されているものであり，
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The L-moments method is applied for the POT storm wave data at eight stations around Japan, which have the record
length of 27 to 38 years. The formulas of the L-moments of the Weibull distribution are newly derived for estimation
of the shape, scale and location parameters from a sample. A new index called TUD (Twenty-Up Deviation) is
developed for judgment of the degree of goodness of data fitting to a candidate distribution. Among eight stations, two
stations show the best fitting to the Weibull distribution, four to the General Pareto (GPA) distribution, and two to the
General Extreme-Value (GEV) distribution. At two stations fitted to the GPA distribution, the theoretical upper
bounds of extreme wave heights are only 7% to 11% greater than the observed maximum wave height.

1. はじめに

波浪の極値統計解析にはこれまでもいろいろな方法が開

発され，実用に供されてきた．しかし，近年はHosking（1990）

が開発したL-moments法が水文統計その他の分野で活用さ

れている．この方法は，同一の地域に所属するとみなされる

複数地点の極値資料に対する母分布関数を求める手法（地

域頻度解析と称される）の中心となっており，Hosking・

Wallis（1997）の著した解説書が広く用いられている．水文

分野以外では，外山・水野（2002）が日本全国のアメダス

地点の確率降水量の解析に用いており，高波についてはvan

Gelderら（2000）がオランダ沿岸の波浪データをこの手法を

使って解析している．

L-moments法では，極値の標本について独自に定義さ

れる1～4次の積率ならびにL-skewnessとL-kurtosisとい

う量を求める．標本にあてはめる分布関数を選ぶと，そ

の形状・尺度・位置母数がこれらの諸量から容易に求め

られる．具体的な方法はHosking・Wallis（1997）あるい

は合田・久高（2009）を参照されたい．

Hosking・Wallis（1997）は11種類のあてはめ分布関

数のL-momentsおよび母数推定式を提示している．しか

し，高波の極値統計で標準的に使われるワイブル分布に

対するものが未提示のため，これに対する理論式を新し

く導いた．そして，わが国沿岸のNOWPHASデータベー

スから波浪観測期間が長期にわたる 8地点を選び，L-

moments法の適用性を検討した．
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ワイブル分布に対するものは今回新しく導いたものであ

る．ワイブル分布の形状母数の推定式は，あらかじめ k

を入力としてτ3の値を計算し，その関係に対して多次回

帰曲線をあてはめたもので，近似精度は±0.2%である．

図-1にはGEV分布（k < 0）とワイブル分布で形状母数

が特定の値のときの τ4－ τ3関係を示す点も記してある．

GEV分布の白十字の点（k = 0）はガンベル分布（FT-I）

であり，それから左へ緩やかに下がる線はGEV分布（k

> 0）で確率変数 xの値に上限があるケースである．白十

字の点から右へ緩やかに上がる線（k < 0）は極値 II 型分

布（FT-II）と同じである．ワイブル分布はk > 0のGEV

分布とk > 0のGPA分布の間に位置するが，ワイブル分

布は上限値がなく，右裾がどこまでも延びるのが特徴的

である．

また，本論文ではPearson III型分布について触れてい

ないが，図-1に示すようにこの分布とワイブル分布はL-

moments比の値が隣接している．すなわち，後者はワイ

ブル分布で代替させることが可能であるため，極値統計

の標本当てはめの候補から外したものである．

ワイブル分布とGPA分布は指数分布（四角印にクロス

の点）を共有している．指数分布の点の左下側では，両

者のL-kurtosisの値に差異が見られる．すなわち，ワイブ

ル分布ではL-kurtosisの値が余り変化しないのに対し，

GPA分布ではL-skewnessの減少につれてL-kurtosisも減少

する．指数分布の点の右上側ではワイブル分布とGPA分

布の違いが小さいが，後者のほうがL-kurtosisがやや大き

めの値を示す．

このように，L-skewnessとL-kurtosisの二つのパラメー

タを用いることによって，極値分布関数の差異を判別で

きる可能性が考えられる．図-1に示したのは母集団につ

いての結果であり，データ数に限りのある単一の標本の

場合には統計的変動性の影響によって母集団ほどの差別

化はむずかしいと考えられる．

3. 使用した高波資料の概要

先に筆頭著者はNOWPHASの1989年までのデータベー

スを使用し，日本沿岸の高波の極値分布関数について考

察した（合田2008, pp. 374-375）．それから既に10年を経

過し，波浪データベースも拡充されたところから，長期

間にわたる波浪データが蓄積されている 8地点を選び，

POT法で抽出した高波資料の解析を行った．これらの高

波資料の概要を表-3に示す．

観測年数は1年単位の欠測期間を除外したものである

が，月単位の欠測期間の調整は行っていない．また，合

田・小長谷（1998）が行ったような，高波のピーク時の

部分欠測も補填していない．また，気象原因別（台風系

と低気圧系など）のデータ区分もおこなっていない．し

たがって，この資料だけでは確率波高の推定作業を進め

ることはできない．

表中のデータ数は，波高閾値が最も低いときのもので

あり，それから0.5mごとに閾値を高めていったので，解

析を行ったデータ数は閾値ごとに異なる．

4. L-moments法における最適合分布の判定

標本に対する分布関数の適合度の良さを判定する方法

は，あてはめ方法によって異なる．最小2乗法の場合に
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地点名
酒田
金沢

むつ小川原
鹿島
波浮
志布志
中城湾
那覇

観測期間
1970-2008
1970-2008
1971-2008
1972-2008
1973-2008
1980-2008
1975-2008
1973-2008

年数
38
37
37
36
35
28
27
35

データ数
923
722
551
598
640
482
599
656

波高閾値 (m)
3.0 (0.5) 5.0
3.0 (0.5) 5.0
2.5 (0.5) 5.0
2.5 (0.5) 5.0
3.0 (0.5) 5.0
1.5 (0.5) 4.0
2.0 (0.5) 5.0
2.5 (0.5) 4.5

(H1/3)max (m)
10.65
8.14
9.56
7.50
8.48
10.30
12.08
9.24

表-3 検討に用いた高波資料の概要

分布

GEV

GPA

ワイブル

範囲分布関数 L-skewness (τ3) L-kurtosis (τ4)

表-1極値分布関数とL-skewness (τ3) およびL-kurtosis (τ4)

分布

GEV

GPA

ワイブル

尺度母数，A形状母数， k 位置母数，B

表-2極値分布関数の母数推定式



は，確率変量とその基準化変量との間の相関係数が高い

ほど適合度が良いとみなす．最尤法では尤度を判定基準

に使うけれども，最適関数判定の感度がそれほど良いも

のではない．

L-moments法の場合には，まずL-skewnessの値によって

分布関数ごとの形状母数が算定される．そうすると，そ

の分布関数のL-kurtosisの理論値が計算されるので，その

値と標本から求めた値との差を判定基準とする方式が一

つ考えられる．図-2は，沿岸8地点のうちの4地点につい

て波高閾値を変えることによって，L-skewnessとL-kurtosis

の関係がどのように変わるかも示したものである．

酒田港ではHc= 3.0 m のデータが左下に位置し，閾値

を上げるにつれて表示点がワイブル分布の曲線に沿って

右上に移動する．金沢港ではHc=5.0mのデータが一つだ

け左上に離れており，他の閾値のデータは表示点がGPA

の曲線上の一カ所に固まっている．中城湾の資料では，

Hc=2.0mのデータが右上に位置し，閾値を上げるにつれ

て表示点がワイブル分布の曲線の下方を左下へ向けて大

きく移動し，Hc=5.0mのときにはGEVの関係曲線の左上

へ飛び跳ねる．那覇港の場合には，Hc=3.0mのデータが

左下に位置し，閾値を上げるにつれて表示点がGEVの曲

線へ向かって大きく右上に移っていく．

波高の閾値によって適合分布関数が変化することはあ

る程度考えられるけれども，図-2に示す中城湾や那覇港

のケースは変化が極めて大きく，単一の極値資料に対し

てL-skewnessとL-kurtosisの関係だけに基づいて最適合の

分布関数を選ぶ方式には疑問を抱かせる．実際に表-1の

高波資料について，標本から得られたL-kurtosisの値とそ

の理論値との差を分布関数ごとに比較し，最低値を示す

分布関数を調べてみると，波高の閾値を上げるたびに異

なる最適合分布が得られてしまう．

たとえば，図-3は中城湾の高波データについて波高の

閾値をHc=2.0（1.0）5.0mと4通りに変えたときの波高デ

ータと，確率統計量として推定された波高値とを比較し

た図である．データは波高の大きいほうから順に並べら

れており，こうした表示法はQuantile-Quantile（Q - Q）

プロットと呼ばれる．ここでは当てはめ分布関数をワイ

ブル分布に固定しているが，波高閾値によって形状母数

が変化している．なお，このプロットに際してはプロッ

ティング・ポジションとしてHosking・Wallis（1997）

が紹介している公式を降順第m位に対して変更したPm=

1-(m-0.65)/nを用いている．ただし，nは標本の大きさ

（データ数）である．

図-3から明らかなように，閾値の設定によって確率統

計量が観測された波高の順序統計量と一致する度合いが

相当に変化する．設計波高を選定するために極値統計解

析を行う場合には，主として波高の上位のデータに対す

る極値分布関数の適合度に関心が持たれる．そこで，ま

ず極値データの観測値の順序統計量と確率統計量の相対

偏差（%）を取り上げ，上位 20個の 2乗平均偏差TUD

（Twenty-Up Deviation）を適合度の指標として用いること

を考えた．すなわち，

……（1）

20個を取り上げたことに特別の理論的根拠はない．各

種分布関数を当てはめたときの適合度を比較し，最もよ

く適合するものを選ぶ判断基準として使うためのもので

ある．上位10個についても試行してみたところ，TUD

の絶対値はやや大きくなったものの，分布関数ごとの適

合度の順位は変わらなかった．

中城湾の高波極値データについてTUDによる適合度を
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図-2 波高閾値を変えたときの沿岸波浪の L-skewness と
L-kurtosis の関係

図-3 中城湾のデータに波高閾値を変えてワイブル分布を当
てはめたときの順序統計量と確率統計量の比較（Q－Q
プロット）



計算すると図-4のようになり，高波抽出の閾値を上げる

に従って適合度が高まることが分かった．先に図-3に示

した中城湾のL-skewnessとL-kurtosisの関係の変化では，

閾値が低いときは適合関数がGPA，やがてワイブル分布，

最後にGVEのように見えるけれども，図-4のように明確

ではなく，また図-3の方式では適合度を定量的に評価で

きない．

高波抽出の閾値によって適合度が変化するのは，中城

湾の場合には台風系と低気圧系という母集団の異なる高

波が混在しているためである．合田ら（1998）の場合に

は抽出された高波の全てについて気象原因を確認し，台

風系とそれ以外の高波に区分して解析したけれども，今

回はそうした吟味を行っていない．波高の閾値が低い場

合には波高が比較的に小さい非台風系のデータが数多く

含まれ，閾値を上げるに従って台風系の高波のみが解析

対象となったものであろう．図-4によれば，閾値をHc≧

4.0mとすることによって，TUDの値が安定するので，そ

うしたデータを対象として中城湾の高波の確率波高を計

算すればよいと思われる．

5. 各地点の高波の極値分布特性

本節では，表-1に示した8地点の高波資料に対してL-

moments法で極値分布関数を当てはめた結果について述

べる．図-5は中城湾の高波データであって，図-4の結果

を参照して高波抽出の閾値をHc=4.5mと設定した場合を

示している．この高波データでは観測値の第1位が12.08

m，第2位が11.93mと近接しており，このため確率統計

量の推定結果が前者に対しては過大，後者に対しては過

小な結果となっている．

3種類の分布関数は適合度に大差がなく，どの関数も

適用可能である．GEV分布は順序統計量の第1位に対し

てやや過大な値を与えるけれども，第2位以下に対して

は他の二つの分布関数よりも適合度がよい．

他の7地点に対しても同じようにPOT法適用の波高閾

値HcをTUDが最小になる波高として選定し，3種類の極

値分布関数の中で最適合分布を選定した結果を表-4に示

す．この表から明らかなように，GEV，GPA，ワイブル

分布が最適合となるのがそれぞれ2, 4, 2地点と分散して

いる．なお，データ数nが表-3よりも少ないのは，閾値

以下のデータを切り捨てたことによる．このうち，GPA

分布が最適となった金沢港と志布志港に対するあてはめ

結果を図-6, 7に示す．

両港とも，GPA分布への適合は良好であるものの，

この分布は極値に理論的上限値が存在する．表-4に

記すように，金沢港ではHupper=8.73mと観測第 1位の

Hmax=8.14 mの7%増しでしかない．志布志港でも上限波

高はHupper= 11.48mとHmax=10.30mの 11%増しである．
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図-4 中城湾の高波データに対する TUD 値

図-5 中城湾の高波 (Hc = 4.5 m) に対する極値分布関数

地点名

酒田
金沢

むつ小川原
鹿島
波浮
志布志
中城湾
那覇

Hc 
(m)
5.0
5.0
5.0
3.5
5.0
4.0
4.5
4.5

n

244
162
 63
214
 66
 42
 88
 51

最適分布

ワイブル
GPA
GEV
GPA
GPA
GPA

ワイブル
GEV

k

1.149
 0.3294
- 0.201
 0.1265
 0.2811
 0.3704
1.356
- 0.250

A
(m)
1.187
1.236
0.513
1.110
1.547
2.868
2.331
0.460

B
(m)
4.92
4.98
5.49
3.47
4.87
3.74
4.24
4.86

Hpred, 1 
(m)
11.01
8.24
10.18
8.02
9.11
10.17
12.47
9.40

Hobs, 1
(m)
10.65
 8.14
 9.56
 7.50
 8.48
10.30
12.08
 9.24

Hupper
(m)
－
 8.73
－
12.24
10.38
11.48
－
－

表-4 沿岸8地点の高波資料に対する最適合の極値分布関数のあてはめ結果



特に金沢港の場合には，日本海の波浪特性から見て

8.7mを超える波高が発生しないとは考えにくい．筆者

らは設計波高選定の立場から，こうした波高に上限値を

持つGPA分布を高波の極値解析に用いることに疑念を

抱く．適合度が若干劣っていても，ワイブル分布を適用

すべきではなかろうか．

今回は単一地点ごとの解析であったが，いずれ波浪特

性が類似の複数地点を対象として極値統計解析をおこな

い，共通の母分布関数を探求していきたいと考えている．

6. まとめ

本論文は，高波の極値統計解析にL-moments法を適用

するための一つの試論であり，ここまでの段階で明らか

になった事項を列挙すると以下のようになる．

1）L-moments法でこれまで考慮されていなかったワイブ

ル分布を当てはめ候補の極値分布関数に含めることが

できた．

2）標本から計算されるL-skewnessに基づいてワイブル分

布，一般化極値（GEV）分布，および一般化パレート

（GPA）分布の形状・尺度・位置母数の3母数を求める

方法が明確化された．

3）標本に対する極値分布関数の適合度判定の指標とし

て，順序統計量の上位 20個の 2乗平均偏差を用いる

TUD（Twenty-Up Deviation）を新たに考案した．

4）日本沿岸で長期間にわたる波浪観測データが利用で

きる8地点についてL-moments法による極値統計解析

を試みたところ，ワイブル分布を最適とするものが2

地点，GPA分布を最適とするものが4地点，GEV分布

を最適とするものが2地点であった．

5）GPA分布は適合する地点が多いものの，確率統計量

が上限値で頭打ちとなる危険性が例証された．
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図-6 金沢港の高波 (Hc = 5.0 m) に対する極値分布関数のあて
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図-7 志布志港の高波 (Hc = 4.0 m) に対する極値分布関数のあ
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