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2. 一般化極値分布に対する重み付最小二乗法

泉宮・斉藤（1997）は，順序統計量の分散の違いに着

目して，極値統計解析において初めて重み付最小二乗法

を開発した．その後，泉宮・岡本（2000）は順序統計量

xiおよびxjの同時確率分布が，漸近的に2次元正規分布に

なることを利用して，重み付最小二乗法を新たに提案す

ると共に，AIC基準に準拠した適合度評価基準を提案し

ている．しかしながら，行列演算と逆行列を算定しなけ

ればならず，実務的にはやや難しい側面があった．そこ

で本研究では，精度が殆ど劣ることのない泉宮・斉藤

（1997）の重み付最小二乗法を用いて，一般化極値分布

に対する母数推定法を開発すると共に，新たな適合度評

価法を提案する．

ここで，順序統計量の分散を評価するために，以下に

示す一般化極値分布関数（GEV分布）を考える．

…………（1）

…………………（2）

ここに，F(x)および f (x)は，それぞれ一般化極値分布の確

率分布関数，確率密度関数である．また，A, Bおよびξ
は，それぞれ尺度母数，位置母数および形状パラメタの

逆数である．この一般化極値分布は，Jenkinson（1955）

が3種類の極値分布を統一的に関数表示した分布関数で

ある．

これより泉宮・斉藤（1997）と同様な手法により，順

序統計量の漸近分布を求めることにする．まず，N個の
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1. 緒言

再現確率統計量を精度よく推定するためには，精度の

高い母数推定法ならびにより検定力の高い適合度評価法

が採用されなければならない．母数推定法に関しては，

最尤法や最小二乗法と最尤法の長所を取り入れた重み付

最小二乗法などの精度の高い方法が提案され，その精度

が検証されている（山口ら，1995；泉宮・斉藤，1997）．

しかしながら，適合度評価法に関しては，Akaike（1970）

による最尤法に適用可能なAIC基準，合田（1988, 2008）

による相関係数を用いた方法，および宝・高棹（1988）

による標準最小二乗基準（SLSC）などが提案されている

が，何れがより精度が高いかは殆ど検討されていない．

またAIC基準は，最尤法にしか適用できないため，実用

的に用いられている他の母数推定法には適用し難い欠点

があった．泉宮・斉藤（1997）および泉宮・岡本（2000）

は，この欠点を克服すべく漸近理論を用いた新たな重み

付最小二乗法を開発し，AIC基準値を評価して，その検

定力が高いこともモンテカルロシミュレーションにより

検証している．しかしながら，従来の適合度評価基準と

の比較は行われてはおらず，何れの適合度評価基準がよ

り検定力が高いのかは明らかにはされていなかった．

そこで本研究では，順序統計量の分散を考慮した母数

推定法と新たな適合度評価基準を提案し，モンテカルロ

シミュレーションにより，従来より実用的に用いられて

いる相関係数による基準および基準化最小二乗平均誤差

適合基準（SLSC基準）と比較することにより，その精

度を検証することを研究の目的とする．
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標本のうち小さい方から i番目の順序統計量xiの確率密度

関数p(xi)は，次式で与えられる（Rao, 1977）．

…（3）

上式より，順序統計量xiに対して割り当てられる非超過

確率ξi=F(xi)の確率密度関数ψ (ξi)は，確率変数の変換に

より次式で与えられる．

…………（4）

ここで，順序統計量 xiに対応する非超過確率の最適値p

およびqを，

……（5）

と表す．ここに，iは昇順位数，Nは標本数，αおよびβ
は，1よりも小さいある正の実数とする．次に，次式の

ような変数変換を行うと，

………………………………（6）

この変換により，ziの確率密度関数ψ (zi)は，

………（7）

となる．上式において，Nを十分大きな数とすると，zi

の漸近分布は，平均値が0，分散が1の正規分布N(0,1)と

なることが示される．したがって，√－N(ξi-p）の漸近分布

はN(0, pq)となる．

さらに，(x i-x ip)の漸近分布を考えると，Rao（1977）

の収束定理を用いることで，その分散は次式で与えら

れる．

…………………………（8）

ここに，xipは非超過確率ξiが，ξi=pとなるときのxiの値

で，p=F(xip)なる関係より求められるものである．したが

って，式（8）の f (xip)の値は，

……………（9）

なる関係が成立するために，

…………（10）

となる．したがって，一般化極値分布の順序統計量の分

散は，式（8）より次式で与えられる．

………（11）

なお，降順順位m位の分散は，i+m-1=Nおよびα+α’+β=1

なる関係が成立するため，

…（12）

となる．式（11）および式（12）より，母数Aおよび順

位が求められれば，容易に順序統計量の分散が求められ

る．なお，ξ=0とすれば，泉宮・斉藤（1997）が求めた

FT-I型分布の結果と完全に一致する．

3. 重み付最小二乗法と適合度評価指標

本節では，一般化極値分布に対する順序統計量の分散

を評価し，それを考慮した重み付最小二乗法について説

明する．さらに，同じく順序統計量の分散を考慮した新

たな適合度評価指標を提案する．

（1）重み付最小二乗法

前節で記述したように，順序統計量の分散の値が異な

るため，その違いを考慮した母数推定法を用いる方がよ

り望ましいと考えられる．したがって，確率分布関数に

応じた基準化変量yiを用いて，

……………………（13）

を最小化することを考える．一般化極値分布の順序統計

量の分散の評価式（11）を上式に代入すると，

…（14）

となる．ここに，wi
2は次式で定義される重み係数である．

………………（15）

この重み係数を用いて，母数AおよびBの線形推定式は，

…………（16）

………………（17）

となる．式（16）および（17）を解いて得られる母数

は，式（13）の値をほぼ最小にするものであり，計算

の容易さのため本研究では，この母数推定法を用いる
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ことにした．

（2）適合度評価指標

確率分布関数の適合度評価指標は，母数推定法とコン

システントであることがより望ましいと考えられる．こ

のため本研究では，重み付最小二乗法で用いた指標であ

る，次式を新たな適合度指標として用いることにした．

………………………（18）

ここに，σ2(xi)は一般化極値分布の場合には式（11）を，

FT-I型分布およびWeibull分布の場合には，泉宮・斉藤

（1997）が示しているものを用いた．

従来の最小二乗法では，式（18）の分母をそれぞれの確

率分布関数の分散 σ 2を用いたものであり，宝・高棹

（1988）による標準最小二乗基準（SLSC）は，各確率分布

関数の広がりの違いを考慮して，σ2(xi)の代わりに(y0.99 –

y0.01)
2 = {F-1(0.99) – F-1(0.01)}2と置いたものに相当してい

る．何れの適合度評価基準の検定力が高いかについては，

モンテカルロシミュレーションにより検証することにする．

4. 一般化極値分布の順序統計量の分散値の比較

図-1は，モンテカルロ法により5,000資料作成して得ら

れた，一般化極値分布の順序統計量の標準偏差を示した

ものである．この図において，形状パラメタ ξ=0.1で，

式（11）において真の母数を用いたものである．いずれ

の順位においても，極めて良く一致していることが分か

る．また，昇順順位の大きいところでは，順序統計量の

標準偏差がかなり大きくなっていることが明確に分か

る．図-2は，同じ条件ではあるが，推定された母数を用

いて標準偏差を推定したものである．この図に見られる

ように，推定された母数を用いても十分な近似精度があ

ることが確認された．なお，標本数N=50の場合にも全

てのケースについて計算を行っているが，真の母数を用

いた場合には，殆ど誤差がなく，推定された母数を用い

た場合には，多少の誤差が見られる程度であった．

図-3は，同じく一般化極値分布のξ=0.4，標本数N=100

の場合で，推定された母数を用いて式（11）より推定さ

れた標準偏差の比較を示している．この図からもわかる

ように，本研究で得られた評価式は，十分な近似精度で

分散や標準偏差が算定できることを示している．

5. 適合度評価基準の比較

適合度評価基準の比較は，合田（2008）が代表分布と

して挙げている，FT-I型分布，一般化極値分布（GEV：

ξ＝0.1, 0.2, 0.3, 0.4），Weibull分布（k＝0.75, 1.0, 1.4, 2.0）

の計9種類の分布に対して行った．標本数Nは，50およ

び100とし，資料数は，5,000および10,000として行って
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図-1 真の母数Aを用いた順序統計量の標準偏差の変化（GEV
［ξ＝0.1］，N＝100）

図-2 推定母数Âを用いた順序統計量の標準偏差の変化（GEV
［ξ＝0.1］，N＝100）

図-3 推定母数Âを用いた順序統計量の標準偏差の変化（GEV
［ξ＝0.4］，N＝100）



いる．ここでは紙面の都合もあり，より信頼度のある

N＝100および10,000資料の結果を示すことにする．

図-4は，真の確率分布関数がFT-I型分布のときの適合

度評価基準によって選考された確率分布の割合を示した

ものである．当然のことではあるが，FT-I型分布である

と判断される割合が最も高くなっているが，本研究で提

案している適合度評価基準 ICが最も正解率が54％と高

くなっている．続いて，SLSC基準で約45％，相関係数

を用いた方法は正解率約38％であることが分かる．

一般化極値分布の場合の結果は，図-5から図-8に示さ

れている．これらの図より，いずれのξの値に対しても
本研究の適合度基準の正解率が高く，次いでSLSC基準，

相関係数を用いた基準の順番となっている．特に，ξ＝
0.4の場合には，本研究の適合度評価基準の正解率が

70％以上と非常に高くなっていることが分かる．

さらにWeibull分布の場合の結果を，図-9から図-12に示

す．このWeibull分布の場合には，形状パラメタkの値が

0.75および1.0の場合には，本研究の適合度評価基準 ICが

最も検定力が高く，特にk＝0.75の場合には正解率90％を

超える結果となっている．しかしながら，k＝1.4では何れ

の基準もほぼ同程度であり，k＝2.0では相関係数を用い

た方法が最も正解率が高くなっている．Weibull分布の

k＝2.0でこのような結果となったことは，不明確ではある

が，母数推定の際に線形推定法を用いたことに関係して

いるかもしれない．しかしながら，本研究で提案された新

しい適合度評価基準は，従来の適合度評価基準よりも，

総合的には十分な検定力を有していると判断される．

6. 結論

順序統計量の分散を考慮した新たな適合度評価法を提

案し，モンテカルロ法によりその精度を検証したところ，

以下の事柄が明らかとなった．

（1）一般化極値分布（GEV）に対して，順序統計量xiの

分散を漸近理論により理論的に求め，モンテカルロシ

ミュレーションを行った結果，推定値は十分な精度を

有していることが明らかとなった．

（2）候補母分布関数を 9種類として，適合度検定を行

った結果，真の母分布関数がFT-I型分布の場合，本適
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図-4 適合度評価基準の比較（FT-I型分布，N＝100）

図-5 適合度評価基準の比較（GEV［ξ＝0.1］，N＝100）

図-6 適合度評価基準の比較（GEV［ξ＝0.2］，N＝100）

図-7 適合度評価基準の比較（GEV［ξ＝0.3］，N＝100）

図-8 適合度評価基準の比較（GEV［ξ＝0.4］，N＝100）
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合度評価基準が最も正解率が高く，ついでSLSC基準，

相関係数の順であった．

（3）真の母分布関数がGEV分布のとき，形状パラメタξ

の値に関わらず，本適合度評価基準が最も正解率が高

いことが明らかとなった．

（4）真の母分布関数がWeibull分布の場合には，形状母

数kの値が0.75および1.0では，本適合度評価基準が最

も正解率が高かったが，k＝1.4および2.0では相関係

数の基準がやや正解率が高い結果であった．
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図-10 適合度評価基準の比較（Weibull［k＝1.0 ］，N＝100）

図-11 適合度評価基準の比較（Weibull［k＝1.4 ］，N＝100）

図-12 適合度評価基準の比較（Weibull［k＝2.0 ］，N＝100）図-9 適合度評価基準の比較（Weibull ［k＝0.75］，N＝100）


