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確率波高に対する推定の可否を決定づける新たな指標の提案
Degree of Experience in Statistical Analysis for Extreme Wave Heights

北野 利一1・ 森 瀬喬 士2・ 喜 岡 渉3・ 高橋 倫也4

Toshikazu KITANO, Takashi MORISE, Wataru KIOKA and Rinya TAKAHASHI

The confidence interval for R-year return wave height is examined for the design of coastal structures. It is, however,
a relative discussion whether it is wide or narrow. Even when we have just a short record of extreme wave height, there
is no restriction to estimate a wave height of a longer return period, though it is accompanied with a very large interval.
Engineers have been bothered with a problem: how much wide interval is no worth being considered. As a solution we
introduce newly the degree of experience for the estimation of occurrence intensity of extremewave height.

1.　ま えが き

高波 の極 値統計解析 にお いて,所 与 の再現期 間に対す

る確率波高 を推定 し,そ の際 に,信 頼区間 も推定 す る.

なぜ な ら,低 頻度 で起 こる現象 を対 象 にす るため,扱 う

資料 の標本 数が少 な く,推 定誤差 が無視で きないか らで

ある.し か しなが ら,信 頼区間 を算 出す るだ けで は,推

定 の可 否を判断 で きな い.

高波 資料 と して用 い る極大波高 の年間 あた りの個数 や

観測年 数の長短 に基 づ いて,信 頼 区間 の幅 の大小 を比較

す る ことは可能 であ るが,そ れは相 対的 な議論 で ある.

観測年 数の極端 に短 い高波資料 を用 いて,比 較 的 に長 い

再現 期間の確率波高 の推定 に意 味が ほとん ど無 い ことは,
"技術者の感覚"と して容易 に理 解で きる

.し か し,信

頼 区間が相対 的に広 くなるだけで,そ のよ うな無茶 な推

定 を積極的 に否 定す る手段 が,従 来 には存在 しな い.観

測年 数が どの程度 まで短 くて,想 定す る再現 期間が どの

程度 まで長 くなれば,そ の確率 波高 の推定 を無意味 な も

の とみ なされるか,そ の判 断基 準 は信頼 区間の概念 には

含 まれ ない.こ れが"相 対 的な議論"の 意 味で ある.

本研究で は,所 与 の再現期 間の確率波高 に対 して,極

値 解析 に用 い る年間 あた りの極大波高 の数 や観測年数 に

基 づ いて算定 され る指標 を新 た に提案 し,検 討 に値 しな

い確率波高 の条件 を示 す.

2.　ポ ア ソ ン分 布 と極値 分 布 の 関係

高波 の極値 解析 は,閾 値 とす る波高 を こえ る極大 波高

を高波 資料 と して用 い る.十 分 に大 きな波高が対象 とな

るよ うに閾値 を選 べば,波 高xを こえ る年 間生起 数nは

ポアソ ン分 布 に従 い,次 式 に示す確率 関数で与 え られ る.

(1)

ここで λxは期待 値E(n)で あ り,ポ アソ ン分 布 の特性 か

ら,分 散V(n)に 等 しい.す なわち,次 式が成立 す る.

(2)

極値 に対 す るポ イ ン トプ ロセス理 論(例 えば,Coles,

2001; Castillo et al., 2005)に よれば,年 平 均生起 数か ら

生起強度 に概 念を拡張 する ことによ り,ポ アソ ン分布 の

母数 と極値分 布の母数 を関連 づ ける ことがで きる.す な

わ ち,極 値xに 対 す る3母数 μ,σお よび ξを用 いて,

(3)

と表 され る生 起強度 λ(x)をポア ソン分布 の母数 λxに置

き換 え る.こ の時,波 高xを こえ る波高 の年 間生起 数n

が ゼロ とな る確率 は,式(1)よ り,

(4)

と与 え られ る.式(4)で 得 られ る確 率f(0)は,年 最大 波高

の累積 確率F(x)(年 最 大波高 が波高xを こえな い確率)を

意味 し,式(4)の λxに式(3)の生 起強度 λ(x)を代入 す るこ

とによ り,

(5)

と して,一 般化極値 分布が得 られ る.し たが って,年 間

生起 強度の母数 μ,σ お よび ξは,年 最大値分 布の位置,

尺 度 お よび形 状 母 数 と解釈 で き る.ま た,形 状 母 数

ξ=0に 対 して は,次 式の生起強度 を用 いる.

(6)

この場合 には,次 式 のガ ンベル分布が導 かれ る.

(7)

式(4)の 議 論 を 応 用 す れ ば,上 位j番 目の 極 大波 高

(j=1で 期 間最大 波高)xの 累積分布 は,式(3)あ るいは(6)

の生 起強度 λ(x)を用 いて,次 式 の確率 で与 え られ る こ

とが わかる.
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(8)

これを変数xで 微 分す る ことによ り,上 位j番 目の極大

波高 の確 率密度 関数 は,

(9)

と得 られ る(例 え ば,David・Nagaraja,2003;高 橋 ・渋

谷,2004).ま た,閾 値xを こえ る高 波 の 個 数 が ち ょ う

ど(j-1)個 とな る確 率f(j-1)に,j番 目 の極 大 波 高 が

区 間(x-dx,x]に 入 る確 率 密 度

(10)

を乗 じれば,式(9)の 確 率密 度 が得 られ る とい う解釈 も

可能で ある.極 値分布 を直接的 に扱 うので はな く,生 起

強度 とポア ソン分布 に分解 すれ ば,柔 軟 な取扱 いが可 能

とな る ことがわか る.本 研 究 は,こ のよ うなポイ ン トプ

ロセ スの考 え に基づ くもので ある.

高波標本 を用 いて極値分 布の母数推定 を行 うことは,

ポ アソ ン分布 の母 数 λxを推定 す るため に必要 な媒介 量

μ,σ および ξを推定 してい ると考 え るべ きで ある.し

たが って,年 最大値分布 の母数 の組(μ,σ,ξ)で はな く,

波高uを 閾値 とす る年平均生起数 と母数 の組(λu,σu,ξ)

を媒介 量 に用 い ること もで きる.す なわ ち,式(3)の 代

わ りに,次 式 を用い る ことがで きる.

(11)

ま た,式(6)の 代 わ り に,次 式 を 用 い る こ とが で き る.

(12)

た だ し,形 状 母 数 ξは式(3)と(11)で 同一 の 値 を もち,母

数(μ,σ)と 母 数(λu,σu)は 次 式 の 関係 が あ る.

(13)

一般 に,閾 値uお よ びxに 対 する平 均生起数 の定義か

ら,閾 値uを こえる極 大波高xの 累積確 率 は,

(14)

と表 現で きる.上 式 に,式(11)あ るい は(12)の 生起 強度

を代入 すれば,一 般化パ レー ト分布 が得 られ る.

3.　年 平 均 生 起 数 の 誤 差 分 散(そ の1)

標本平均 の分散 は,標 本サ イズに逆比 例 し,そ の係 数

は母分散 であ る.す なわ ち,N年 間 の高 波資料 において,

波高xを こえ る生起 回数 を各年 でki(i=1～N)と す る.

年生起数 の標本 平均 は,

(15)

とな り,式(2)の ポ ア ソ ン分 布 の特性 を用 いて,年 平 均

生起数 λxの推定誤差分 散 は次 のよ うに与 え られ る.

(16)

こ こで 注意 しな けれ ばな らない の は,式(15)に よ る λx

の推定 には,生 起回数 とい う情報 しか用 いて いない こと

で ある.た とえ,閾 値xを こえる波 高 の情報 を用 いて,

一 般化 パ レー ト分布 の母数(こ の場 合
,閾 値xに 対 す る

尺 度母 数 σx)を 推 定 して も,式(11)あ るい は(12)の 右 辺

にu=xを 代 入 して,次 式 の 自明 の関係式

(17)

を得 るに過 ぎな い.そ のため,波 高xを こえ る年平均生

起 数の推定 に,波 高xを こえ る波高 の大 きさの情報 は,

一切 役 に立 たない ことに注意 しな ければな らない
.

4.　年 平均 生 起 数 の誤 差 分 散(そ の2)

前 述 の議 論 か らわ か るとお り,波 高(の 大 きさ)の 情

報 を用 い るため には,式(11)あ るい は(12)の 右辺 に おい

て,u<x(一 般 には,u≠xで あれば波高 の情報 を利用

で きるが,推 定精度 の観点 か らu>xは 無意 味)と なる

閾値uを こえ る極大 波高 を対象 に しなければな らない.

す なわ ち,波 高xを こえ る年平均 生起 数 λxを推定 す る

ために,波 高xよ り低 い閾値uを こえ る極大 波の情報 も

利用 す るので ある.こ れ は,極 値 解析 は外挿 であ ると言

われ る根拠 であり,外 挿す ることが極値解析 の本質 とな っ

て いる ことを明示 して いる.し ば しば,外 挿 す ることそ

の ものが極値解析 の問題点 とみな され る こともあ るが,

そ うで はない.外 挿 しな けれ ば,3.で の議論 の とお り,

波高 の情報 を活用 で きな いのであ る.問 題 は外挿 の程度

で あ り,そ の程度 の良 否を どのよ うに表現 して判 断す る

か につ いて,本 研究 で検 討す るのであ る.

式(12)で 推定 され る年平 均 生起数 λxには,推 定量 λu

お よび δuが含 まれ る.し たが って,λxの 誤差分散V2は,

デル タ法 によ り,次 式 のよ うに分解 で きる.

(18)

こ こで,母 数 λuと δuの 誤 差 分 散 は,

(19)

とな るので,誤 差 分散V2は 次 式の ように整 理で きる.

(20)

式(17)と 比 較 して分 か る とお り,上 式 の左 辺 は誤 差分散
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の比V2/V1を 表 す.波 高xを こえ る頻 度 λxの推 定 に対

して,波 高xを こえ るデー タのみ を用 い る場合 を基準 に,

波高u(<x)を こえ るデ ー タを用 いて外 挿 す る場 合 の

誤差分散 の減 少を検討 で きる.

式(11)に よ る λxの誤 差分散V3も,同 様 に考 えて,

(21)

と得 られ る.た だ し,

(22)

であ る.な お,誘 導 にあた って,次 式 に示 す一般化パ レー

ト分布 の母数 推定 の分散共 分散 を利用 してい る.

(23)

図-1で は,λx=1と 固定 して,年 間 あた り λu個の高 波

資料 を極 値解析 に使 用で きる場合 の誤 差分散比V2/V1お

よびV3/V1(ξ=0,±0.1,±0.2の5種 類)を 示 す(横 軸 λu

は対数 目盛 りであ る ことに注意).な お,図 か ら確認 で

きる とお り,ξ=0の 場合 に得 られ るV3/V1とV2/V1は

異 なる.な ぜな ら,ξ=0の 場 合 に得 られ るV3/V1は,

ξ=0と して推定 され る場合 を意味 し,そ の統 計誤差 を

考慮 してい るためで あ る.類 似 した観点 か ら,式(18)に

お いて,母 数 σuも既知 であれ ば,右 辺 の第2項 はゼ ロ

とな り,こ の場合 の誤差分散V2'は,

(24)

とな り,年 間 あた りに使用 で きるデ ータ数 λuに単純 に

反比例 で減少 す る(図 中 の灰色線).λu=λxで,い ずれ

の 誤 差分 散 比 も1と な る こと は明 らか で あ り,λuで

V2/V1は 約3/4と 一定 にな って い るの に対 し,λu=2～3で

図-1　再現期間1年の確率波高 に対する誤差分散の比

V3/V1は 約6/5と 一定 とな る.ま た,λu〓7付 近 でV2/V3

とな って いる.

誤差分散 の逆数 は情報 とみなせ,V1/Vi=2,3は,本 来 デー

タが有す る情報 に対 して,極 値解 析で外挿 す ることによ

り追加 され る情 報 の比率 を示 して い る.ま た,生 起数

λxの逆 数 は,再 現期 間を表 す.し たが って,年 間 あた

りλu(>1)個 の高波資料 を用 いる ことによ り,再 現期 間

1年(λx=1)に 対 す る情報 は増加 し,形 状母 数 ξが未知

であれば,情 報 の増 加量 は20%程 度で あるのに対 し,形

状 母数 が ξ=0と 確定 すれ ば情 報 の増加量 は33%と なる

ことがわか る.

図-2は,横 軸 に λu/λxをとり,分 散 比Vi=2,3/V1の 変

化 を描 い た もの であ る.横 軸 の範囲 を100～10000と し

たの は,λx=0.01(再 現期 間100年)と 固定 した場 合 には,

図-1と 同様 に,λu=1～100の 範 囲を見 ることを意 図 した

ためで ある.λx=0.01に 対 す る誤差 分散比V2/V1は 十分

に小 さい.す なわ ち,ξ=0と 確定 で きれば,再 現期 間

100年 の情 報 は,極 値 解析 で外 挿 す ることに よ り追加 さ

れ る比率 は,約10倍 に増 大 す る こ とを示 して い る(λu

=2～5の 範 囲 において) .こ こで生 じるパ ラ ドックスに

注意 され たい.再 現期間が長 くなれ ばなるほ ど,極 値解

析 で外挿す る ことに よ り追加 され る比率 が激 増 して お り,

再現 期間を長 くとれば,極 値解 析の意義 が激 増す るよ う

に思 え る(が,我 々の感覚 は納得 で きない).そ の理 由は,

誤差 分散 あるいは情報 の比 を用 いて相対 的に議論 してい

る た め で あ る.極 値 理 論 で 外 挿 して 得 られ る情 報

1/Vi=2 ,3が激増 したのではな く,再 現期間 を非 常 に長 く

設 定 したた めに,高 波資料 そ の ものの情報1/V1が 急激

に減 少 したと考 え る方が納得 で きる.し たが って,分 散

比 のよ うな情報 の相対量で は,極 値解析 によ る推定 の限

界 を示す ことはで きな い ことがわか る.な お,確 率波高

の信 頼区間 は誤差 分散 に基づ いて算 出され る.そ のため,

信頼 区間 の大小 も当然,相 対 的 にな る.

5.　経験 度 の導 入

ポ アソ ン分布 の超過確率 は,ガ ンマ分布 の累積確率 と

図-2　任意の再現期間の確率波高 に対する誤差分散の比
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次式 のよ うに結 び付 けられ る(例 えば,稲 垣,2003).

(25)

ここで,年 間にお ける総生起数vお よびKの 扱 いが両辺

で異 な ることに注意 しな ければな らな い.左 辺 で は母数

vの ポ ア ソ ン分 布 の確 率変 数 としてKが 用 い られて い る

のに対 し,右 辺 のガ ンマ分布 で は平均生 起数v/Nが 確率

変数 で,Kは 母 数で あ る.し たが って,N年 間 にK回 生

起 した時,推 定 され る平均生起率 λは,

(26)

で表 され るガ ンマ分布 に従 うといえ る.ま た,ベ イ ズ統

計学 にお いて,式(26)は 自然共役分 布で あ り,総 生 起回

数Kは 経 験の度合 い と解釈で きる.

式(26)に 示 され るガ ンマ分布 の期待値 は,

(27)

で あ る.図-3お よび4は,期 待値E(λ)を 一定(0.1で 例

示)に とり,K=2～10で 増加 させ た場 合 とK=2～0.1で

減少 させた場合 に推定 され る生起率 の分布 を図示 した も

ので あ る.生 起 数Kの 増加 とともに,期 待値E(λ)に 集

中す る様子 が示 され る(経 験 の増 加 に応 じて,推 定 値 λ

のば らっ きが減少 して い ると解釈 で き る).ま た,図-4

に示 され るよ うに,生 起数Kが1以 下 のガ ンマ分布 には,

最頻値 が存在 しない.そ の よ うな分 布 は,推 定値 の分布

と して適 して いる とは言え ない.

式(26)に 示 され るガ ンマ分布 の分散 は,

(28)

で あ る.式(27)と(28)を 用 い て,次 式 の 関 係 式 を得 る.

(29)

ここで,期 待値E(λ)に 波高xを こえ る年平均生 起数 λx

λxを,分 散V(λ)に 誤 差分 散V(λx)を 代 入 すれ ば,推 定

値 λxが従 うガ ンマ分布 の形 状母数Kが 得 られ る.こ れ

を経験度 と名付 ける.

V(λ)に 式(16)で 表 され る誤差分散V1を 代入す れば,

(30)

を得 る.こ れ は,年 平 均生 起率 λxの事 象がN年 間 に生

図-3　 平均生起率の推定値分布(K≧2)

起す る期待 生起数 に相 当す る.V(λ)に 式(20)あ るい は

(21)で表 され る誤差分散Vi=2,3を 代 入す れば,式(29)を

(31)

に変形 で きる.経 験度Kは,分 散 比 とい う相対 的 な量

にN年 間 に生 起 す る期 待値 とい う絶 対 的 な量 を乗 じた

もの とな って い る.推 定 量 の誤 差 分 散 の逆 数 は情 報

Ij(=Vj-1)を 表 す ことか ら,上 式 を整理す れば,

(32)

とな る.情 報 を経験度 で除 したものは常 に一定 にな ると

言 え る.そ の一定値Ieは,ポ ア ソ ン分布 のみか ら得 られ

る生起数1個 分 の基本情報 量I1/(Nλx)に 相 当す る.ま た,

波高 の大 きさも活用 して極 値解析 によ り割増 された情 報

Ii=2,3を基本 情報量Ieで 除 した ものが,経 験度Kで あ る

と見 るこ ともで きる.

この よ うに して得 られ る経 験度Kが,図-3に 見 る と

お り,2以 上 で あれば,ガ ンマ分 布 の最 頻値 が存 在 し,

期待値 の周辺 に確率が集 中す る.他 方,1以 下で あれば,

最頻値 す ら存 在 しない.こ の こ とは,「2度 あ るこ とは

3度 ある」 と 「1度 あ って も2度 ある とは限 らない」 と

い う格言 が的確 に表現 して いると考 え る.す なわち,2

度 ある ことは3度 あるか も しれ ない と考 え,検 討 の対 象

にす る一方 で,1度 しか無 い ことは2度 めが あ るか ど う

かの検討 を保 留 にす る とい う判断で あ る.こ れ にな らえ

ば,経 験度Kが2未 満 の 時,情 報 不足 として,極 値解 析

の推定結果 を保留すべ き と考え る.

図-5お よ び6は,式(20)お よび(21)のViを 式(31)に 代

入 して得 られ る経験 度Kに つ いて図示 した もので あ る.

横軸 に年 間あた りに極値解 析 に使用 で きる極大波高 の平

均数 λuを,縦 軸 に対象 とす る再現期 間R(=λ-1x)を と

り,K/Nの 等 高線 図 と して表現 して い る.例 え ば,年 平

均 λu=3個 の極大 波 高 を用 いて極 値解 析 を行 い,R=

100年 確率 波 高 を検 討す る際 に,極 値 分布 の形状 母 数

ξ=0を 推定 しなければ な らない場合 は,図-5を 見 る と

お り,K/N=0.02と な る.こ の場 合 に は,N=100

(=2/0.02)年 程 度 の高 波資 料 を用 いて は じめて,経 験 度

Kは2を 上 まわ り,検 討 に値 す るといえ る.一 方,形 状

母 数 ξ=0を 確定 で きる場合 に は,図-6を 見 るとお り,

図-4　平均生起率の推定値分布(K<2)
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図-5　観測年数に対する経験度の比(ξ=0が 未知)

λu=3お よびR=100の 条件 で,K/N=0.09と な る.

この場 合 は,N=23(=2/0.09)年 程度 の高波 資料 を用 い

れ ば,確 率波高の検討 を して よいと判 断で きる.さ らに,

λu=20の 極大 波高 を極 値解析 に使用 で きるな らば,わ

ずか にN=6(=2/0.35)年 間 の高 波資料 で も検討可能 とな

る.た だ し,極 値解析 に使用で きる極 大波高 の年平 均数

λuは,閾 値uを どの程度 まで下 げて もよいか とい う極値

の統計 的特性 の検討 で決 まる ものであ り,単 純 に記録 さ

れ てい るデ ータの有無 による もので はない.

6.　ベ キ乗 量 を対 象 に した 極 値 解 析 法 の 利 点

ワイ ブル分布 に従 う極大波高 に対 して,ベ キ乗 量 を と

る ことにより,急 速 にガ ンベル分 布 に収束 す ることを応

用 し,北 野(2007,2008)に よれば,ワ イ ブル分布 の形状

母 数 の値 と してGoda (2000)で 推 奨 され る値 に追加 した

k=0.75,1.0,1.4,2.0,2.6,3.3を ベキ数 として,高 波 の特

性 を表す物理量 に相当す るベキ乗量 を対象 に した極値解

析 が提案 されてい る.

観測期 間N=20年 のKodiak沖 の高波資料(Goda,2000)

の場 合,ベ キ乗 量 を用 いた解析 で は,閾 値u=6mを こ

え る波 高(全 資 料78)を 使用 で きる(λu=3.9).こ の時,

再現期 間R=100に 対 して,K/N=0.11と 算 出 され,経 験

度K=2.2(>2)を 得 る.他 方,波 高 そ の もので解析 す

る場合 には,ガ ンベル分布へ の収束 は遅 く,ξ=0を 推

定 す る必 要 も あ り,閾 値u=9m(λu=0.5)で,K/N=

0.02と 算 出され る.そ の場 合 には,さ らに80年 分 の高波

資料 を追加 し,経 験度 が2を こえ るまで,100年 確 率波

高 の検 討 は保留 され ることにな る.

図-6　観測年数に対す る経験度の比(ξ=0が 既知)

7.　む す び

本 研究で提案 す る経験度 は,高 波資料か ら算 出 される

確 率波高 に対 して,検 討 に値 す るものか,検 討 を保留 す

べ きものか を判 断で きる指標 であ る.ま た,経 験度 を利

用 して,北 野(2007,2008)で 提案 す るベキ乗量 を対象 と

した極値解析法 の利点 を明 らか に した.

低頻度 の限界 と して,経 験度 の基準値 を2に とる こと

と,観 測で き る高周波 の限 界を示す ナイキス ト周波数 と

の両者 には,興 味深 い類似点 を見 い出す ことがで きる.

それ は,波 形 には峰谷 の2点 が最 低限必要 であ り,区 間

(再現期 間)に は起結 の2点 が不 可欠 となる点 であ る.

謝辞:本 研 究 は,科 学 研究費(代 表:高 橋倫也 教授,課

題名:古 典 的な極値 デー タ解析法 の改良)お よ び名古 屋

工業 大学 とJR東 海 コンサル タ ンツ(株)の 共 同研 究 の成

果 の一部 であ る.

参 考 文 献

稲垣宣生 (2003): 数理統計学 (改訂版), 裳華房, 328p.

北野利一 (2007): 高波の頻度解析に用い られるワイブル分布
の形状母数, 海工論文集, 第54巻, pp.121-125.

北野利一 (2008): 高波の極値解析に相応 しい物理量, 統計数

理研究所共同研究 リポー ト212, pp.55-63.

高橋倫也 ・渋谷正昭 (2004): 上位r個 の観測値 に基づ く確

率点の推定, 統計数理, 第52巻, pp.93-116.

Castillo, E., Hadi, A. S., Balakrishnan, N. and J. M. Sarabia
(2005): Extreme Value and Related Models with Applications
in Engineering and Science, Wiley, 362p.

Coles, S (2001): An Introduction to Statisitcal Modeling of
Extreme Values, Springer, 208p.

David, H. A. and H.N. Nagaraja (2003): Order Statistics, 3rd ed.,
Wiley, 458p.

Goda, Y. (2000): Random Seas and Design of Maritime Structures,
World Scientific, 443p.


