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不規則波の周期分布における対数正規性とその相似性
Log-Normality and Similarity for Conditional Distributions of Wave Periods

北野 利一1・ 喜 岡 渉2

Toshikazu KITANO and Wataru KIOKA
"Long tail" has been well known for the studies on the internet business . A long tail of statistical distribution shows

peculiar properties. Long tail has the moments of lower orders diverge and does not allow us to calcurate the mean nor
variance of the focusing variables. Though we belive that there are no such properties in random sea wave fields, almost
all of the distributions of wave periods derived by previous theories have long tails. This isa big obstacle for the practical
uses of statistical properties of random sea waves. This study shows a path to escape the difficulties.

1.　ま えが き

波浪のスペクトル特性 として,平 衡領域 においてベキ

乗則 が成立す ることは,非 常 に よ く知 られ てい る

(Phillips,1958;Kitaigorodskii,1962;Toba,1973な ど).

この場合のベキ数は負の値(-5あ るいは-4)で あ り,分 布

の裾の長さに特徴があり,4次 モーメントを含む帯域幅

パラメータεが算出できない.

米Wired誌 の編集長であるAndcrson氏 が,分 布の裾が

異常に長い現象を"ロ ングテール"と 命名 し,イ ンター

ネ ットビジネスの新たな可能性について分析 して,世 の

注目を集めたことは記憶に新 しい(Anderson,2006).ロ

ングテールは,ベ キ数が-1に 近 い値をとるベキ乗分布

で表され,平 均や分散などの低次モーメントが発散 し,

裾が分布全体の性質を決定付 ける点で見過 ごせない.そ

のため,物 理現象としては不可解な性質を有 し,経 済学

で扱われるような非物理現象で検討されつつある.

スペク トル理論に基づく不規則波浪の特性を検討する

際,観 測波浪データや数値 シミュレーションに対 して,

波高と周期の結合確率分布の等高線図を用いて比較 ・検

討 されることが多い.そ の際に,重 要な特性でありなが

ら見過ごされる性質が,周 期分布の裾特性である.既 往

の理論分布は分散がないという特異な性質があり,応 用

する上での障壁 となっている.本 研究では,(1)そ の原

因がロングテールの特性に由来する理論上の欠陥である

ことを示し,波高を条件とする周期分布を,北 野 ら(2007)

が提案するような対数正規分布 に従 うとすれば,(2)周

期 の分散が発散せずに算出できることや,(3)従 来か ら指

摘される周期の分布特性について表現できることを示す。

2.　周 波数 スペク トルのベキ乗則

Huangら(1981)に よ るWallops型 スペクトルは,

(1)

で 与 え ら れ る.AとBは 定 数 で あ り,m=5の 場 合,

Pierson・Moskobitzス ペ ク トル(以 下,PM)に 一致 す る.

そ の ス ペ ク トル ・モ ー メ ン トは,

(2)

として与えられ,m0=m1=1で 規 格化 したものを図-1

に示 す.周 波数の高い平衡領域でベキ乗則に従 うので,

周波数の変化に対 してエネルギー密度の減少量 は緩慢で

あり,図-2の よ うに,両 軸を対数 目盛りで描 くことによ

り,そ の変化は直線 に漸近する.高 周波数の領域でのエ

ネルギー密度分布の裾がやや長 く,式(2)に 示 すスペク

トル ・モーメントが収束値をもっためには,ガ ンマ関数

の変数が正(k<m-1)と な る必要がある.す なわち,

PMに 対 しては4次 モーメントが存在せず,し たがって,

次式の帯域幅パ ラメータεを算出できない.

(3)

高周波数領域での特性がPMと 同等であるJONSWAP

スペ クトルも,帯 域幅パラメータεは存在 しない.

図-1　波浪のスペクトルの裾特性(片 対数目盛り)

図-2　波浪のスペクトルの裾特性(両 対数目盛 り)
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3.　不規則波浪の周期分布

無次元波高z(不 規則波の包絡線を√2m0で 除したも

の)と位相角の微係数φの結合確率密度関数は,

(4)

と与 え ら れ る(Longuet-Higgins,1975).こ こで,δ は平

均 位 相 角 速 度(2π/T01;平 均 周 期T01=√m0/m1)で あ り,

vは 次 式 に示 す 帯 域 幅 パ ラ メ ー タで あ る.

(5)

北野 ら(2007)が 指摘するとおり,既 往の理論研究の

多 くは,式(4)に お ける位相角の微係数 φに波の周期T

を関係づけることにより,波 高と周期の結合確率密度関

数を誘導 している.た だし,そ の際の関係式が異なる.

以下では,既 往の周期分布の裾特性について相互比較を

行 うために,密 度関数を整理する.

(1)　Longuet-Higgins(1975)に よる理論分布

無次元周期 τ(周 期を平均周期T01で 除 したもの)と 位

相角の微係数 φを

(6)

として関係づけることにより,波 高 と周期の結合確率密

度関数を誘導 している.こ の時,結 合確率密度関数 にお

いて,一 方の変数を積分することにより消去すれば,他

方の周辺確率密度関数を得ることができる.波 高の密度

関数は,次 式に示すRayleigh分 布 として得 られる.

(7)

また,周 期の密度関数は,

(8)

と得 られる.し たがって,周 期分布q1の 裾 は,

(9)

図-3　周期分布の裾特性

となり,2次 モーメン トが発散 し,周 期の分散が存在 し

ない.な お,1次 モーメントは収束 し,τ の期待値 は1

で あり,平 均周期はT01に 一致する.

波高を条件とする周期の確率密度は,結 合確率密度を

波高の周辺確率密度で除すことにより得られる.こ の場

合は,次 式に示すような正規分布となる.

(10)

式(6)に お いて,周 期は負の値を含むように定義 されて

いることが理論上の難点である.

(2)　Longuet-Higgibns(1983)に よる理論分布

周期 τと位相角の微係数 φを

(11)

で関係づけることにより,波 高 と周期の結合確率密度関

数を誘導 している.こ の場合,波 高の密度関数 は,

(12)

と な る.こ こで,

(13)

で あ る.誤 差関数Fの 変数 に波高zが 含まれるため,

もはや波高はRayleigh分 布 に従わない.こ れは,理 論

上の欠点 と考える.な ぜなら,Rayleigh分 布か らの現実

的なズレを式(12)が 表現できているか疑問が残 る.む し

ろ,数 式の表現を複雑にしているというデメリットが大

きいと考える.

波高を条件 とする周期の確率密度は,

(14)

と得 られる.ま た,周 期の周辺確率密度は,

(15)

と な る.周 期 分 布q2お よ びf2の 裾 は,い ず れ も,

(16)

となり,1次 モ ーメントが発散する.そ のため,周 期分

布から平均周期を求めることができない.

(3)　Stansellら(2004)に よ る理論分布

式(11)の 関係式に加え,

(17)

の関係 も用いることにより,平 均周期がゼロクロスによ

る平均周期T02(=√m0/m2)に 一致するような工夫を行

い,次 式に示すような結合分布を導いている.
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(18)

こ こで,g2(z,τ)はLonguet-Higgins(1983)の 理 論 に よ る

波 高 と周 期 の 結 合 分 布g2(z,τ)と 次 式 の 関 係 に あ る.

(19)

この時,波 高 と周期の周辺確率密度は,そ れぞれ以下の

ように導かれる.

(20)

(21)

波 高 を条件とする周期の確率密度f3(τ|z)は,g3(z,τ)

をp3(z)で 除す ことにより得 られる.周 期分布の裾 は,

(22)

となるので,2次 モーメントが発散する.な お,こ の場

合 は,τ の期待値が存在することを意図して理論を構築

しており,1次 モ ーメントは収束する.

(4)　北野ら(2007)に よる理論分布

周期 τと位相角の微係数 φは,波 高に依存する量 ち

を新たに導入 して,次 式で関連づけるものである.

(23)

この時,周 期の対数変換量logτ の条件付確率密度 は,

(24)

として正規分布で与えられる.こ こで,

(25)

である.式(10)と 比較するように,こ の理論は,Longuet-

Higgins(1975)の 理 論における欠点(負 の周期)を 克服

しっっ,そ の長所である正規分布であるという簡便さを

残 したものになっていることに注意されたい.

(5)　Cavanie(1976)に よる理論分布

この理論 は式(4)に 基 づくものではない.Ochi(1998)

に示 されるとおり,ク レス ト・トゥ ・クレス ト波を対象

にしている.波 高 と周期の結合分布 は,

(26)

と な る.こ こで,係 数 αお よ び βは,

(27)

で あ る.周 期の周辺確率密度q5(τ)お よび条件付確率密

度f5(τ|z)の 裾 は,次 のようになる.

(28)

したがって,こ の場合 は,平 均および分散は分散は存在

するが,1.で 指摘するとおり,ε に難がある.

図-3は,周 期の確率密度qi=1,2,3,5(τ)につ いて,両 軸を

対数目盛 りで描いたものである(ν=0.42,ε=0.84).

4.　対 数正規性

周期分布の裾がベキ関数分布であるか否かの検討だけ

でなく,周 期の条件付確率分布の対数正規性も同時に検

討す るには,対 数周期の条件付確率密度hi(logτ|z)を

用 いるのが都合よい.hi(logτ|z)とfi(τlz)は,

(29)

という関係が一般に成 り立つ.な お,

(30)

と表されるベキ関数分布に対 し,対 数周期logτ の確率

密度関数hは,次 式のように表せる.

(31)

した が っ て,loghi=2 ,3に 対 す るlogτ は,裾 部 で傾 きが-

kの 直線 に 漸 近 す る.他 方,周 期 分 布 に対 数 正 規 性 が あ

図-4　波高を条件とする周期分布の対数正規性と裾特性
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れ ば,式(24)を 変 形 して,

(32)

となり,放 物線で描かれるため,勾 配 は常に変化 し,直

線部は存在 しない.図-4は,PMの 不規則波浪シミュレー

ションによる結果(約277波 ×20試 行=5499波 を対象)

を示す.

5.　周 期の平均 と分散

個別の分布関数ごとに積分を実行 して平均や分散を議

論するよりも,で きる限 り一般的な議論 として,予 め変

形 した数式で議論すると,分 布の裾特性による違いが明

確にできる.そ こで,波 高を条件とする周期の期待値

(33)

を導入する.こ の時,周 期の分散V(τ)は,以 下 に示す

ような分解ができる.

(34)

ただ し,V(τ|z)お よびB(z)は 波高 を条件 とする周期

の分散およびバイアスであり,そ れぞれ,

(35)

(36)

と定義される.ま た,P(z)は 波 高の累積確率であり,広

義積分にしない工夫の1つ として,有 限区間での積分 と

なるように,式(34)の 積分変数にPを 用いる.

図-5　 波高を条件とする周期の分散

図-6　 波高を条件とする周期のバイアス

Longuet-Higgins(1983)お よ びStansell(2004)の 理 論 で

は,式(16)お よ び(22)を 見 る とお り,V(τ|z)が 発 散 す

る た め,分 散V(τ)を 得 る こ と は で き な い.ま た,

Longuet-Higgins(1975)の 場 合 は,

(37)

とな り,式(34)の 被 積分関数がz=0で 発 散す る.被 積

分関数が発散 しても,積 分が収束することもあるため,

注意が必要である.超 過確率P(=1-P)を 用 いて,式

(34)を変 形すれば,次 式のように指数積分関数E1で 表 さ

れ,結 局,周 期の分散は発散することがわかる.

(38)

その一方で,北 野 ら(2007)の 場合 は,対 数正規分布

の特性から,波 高を条件とする周期の期待値 と分散 は,

(39)

と得 られ る.μ お よ び δ は,式(25)に 示 す と お り,波 高

zに 依 存 す る τpが 含 まれ る.こ こで,

(40)

と変形 しておくと後の計算に便利である.現 時点では,

ち をどのようにとるべきかの最適な公式 は存在 しない.

北 野 ら(2007)が 提案する一例は,ス ペク トル形状に依

存する定数 αを含む,次 式のように表されるものである.

(41)

北 野 ら(2007)の 理 論 は,Longuet-Higgins(1975)と 類 似 す

る た め,発 散 の 可 能 性 が あ る の はz=0(P→1)で あ る.

(42)

と な り,V(τ|z)はz=0で 有 限 値 ゼ ロに 収 束 す る.ま た,

(43)

となり,B(0)も 有 限値に収束する.被 積分関数が積分

領域全体で発散 しなければ,そ の積分値も発散 しないこ

とは当然であ り,北 野 ら(2007)が 提 案す るように,周

期の条件分布を対数正規分布で与えれば,周 期の分散 は

有限な値 として算出できることが示された.

図-5お よび6は,観 測波浪 データ(渥 美半島沖,2006

年8月8日 の波形記録;喜 岡 ら,2007)を 対 象に,波 高

を条件とす る分散およびバイアスを示す.図 中の破線は,

式(41)の 関係を用いずに,デ ータか ら直接的に計算 した

ものである.若 干の違いはあるものの,い ずれの場合 も

発散する傾向は見 られない.
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図-7　重ね合わせによる周期分布(波 群性の弱い場合)

図-8　重ね合わせによる周期分布(波 群性の強い場合)

6.　相 似 な分布の重ね合わせ表現

波高分布 は,Rayleigh分 布 で表現 しても多 くの場合に

不都合が見 られないように,ス ペク トルの帯域幅パ ラメー

タに依存 しない(た とえ,依 存 したとして も大きな変化

を与えない)単 峰の密度関数である.他 方,周 期分布 は,

変化に富んだ分布であることは,Sobey(1992)が 数 値シ

ミュレーションに基づいて,中 村 ら(1995)が 現 地波浪

データに基づいて報告 している.

図-7お よび8は,観 測波浪データ(渥 美半島沖,2006

年8月8日 と9月12日 の波形記録;喜 岡ら,(2007))を 対

象 に,波 高の階級毎(こ こでは,P=0,1/3,2/3,5/6,1

で分 割 している)に 相似な対数正規分布を重ね合わせる

ことにより,周 期分布の非対称性が2種 類に分類される

ことを例示 したものである.す なわち,波 高の小さな階

級 における短い周期が卓越する場合(図-7,左)に は,

波高の小さい階級か ら大 きい階級へという順で重ね合わ

せて周期分布を形成 されていると解釈に都合がよい(た

だ し,こ の場合は,周 期分布が対称に近いので,図-7右

と して,逆 向きの順序で重ね合わせても解釈に困 らない).

そ の一方で,波 高の大 きな階級における有義波周期が卓

越する場合(図-8,右)に は,波 高の大 きい階級から小さ

い階級へという順で重ね合わされると見れば,変 化 に富

んだ非対称な周期分布を理解 しやすい.こ のような密度

関数の非対称性は,中 村ら(1995)に お ける波群性の分類

に用いられている.な お,図-8の 場 合は,短 い周期に第

2の ピークが現れる可能性を示唆 しており,こ のような

双峰性はSobey(1992)も 指摘 している.Cavanieら の理論

によるq5も 含 め,既 往の理論分布qi=1 ,2,3,5は,どの よ

うにスペク トル ・パラメータを選んで も,こ のような双

峰型の形状を表現できない.

7.　ま とめ

不規則波の周期特性について,ロ ングテールを もっ既

往の理論分布 とは異なり,対 数正規性を導入すれば,周

期の分散は収束値が得 られることを示 した.ま た,周 期

分布は,条 件により対称であったり,歪 んだり,双 峰型

になったり,変 化に非常に富んでいる.波 高階級 ごとに

相似な分布を重ね合わせるという単純な表現で,そ のよ

うな周期分布を適確に記述できることも示 した.
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